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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Эта книга — сборник разнообразных задач 
по планиметрии. Первый раздел открывается набором 
геометрических фактов, примыкающих к курсу геомет- 
рии 6 — 8 классов средней школы. Многие из них 
входили в традиционные школьные учебники. Кроме 
того, в этом разделе собраны задачи (в основном «на 
вычисление» элементов геометрических фигур), призван- 
ные активизировать знание основных школьных фор- 
мул и теорем, развить технику решения геометриче- 
ских задач. Задачи этого раздела снабжены лишь отве- 
тами. Работа над ними поможет читателю подготовиться 
к школьным и конкурсным экзаменам (некоторые 
из этих задач в прошлом предлагались на экзаменах). 
В известной мере это утверждение можно отнести и к 
задачам «на вычисление» из второго раздела. 

Уже в первом разделе встречаются нелегкие задачи. 
Во втором разделе, рассчитанном на увлеченного гео- 
метрией читателя, трудность задач возрастает (хотя и 
здесь каждый параграф открывается сравнительно про- 
стыми вводными задачами). Основными критериями 
отбора задач являлись: естественность формулировки, 
геометричность решения, неожиданность результата, 
оригинальность задачи. 

Автор не делал попытки систематизировать задачи 
по типам и методам решения, по принадлежности к 
тому или иному разделу геометрической науки. По 
существу, почти каждая геометрическая задача (по 
сравнению с рутинными упражнениями на решение 
уравнений, неравенств, исследование функций и т. п.) 
нестандартна: в каждой надо придумать, какие сделать 
дополнительные построения, какими воспользоваться 
формулами и теоремами. Поэтому предлагаемую книгу 
никак нельзя рассматривать как задачник по систе- 
матическому курсу геометрии; скорее это сборник 
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различных геометрических находок, цель которого — 
демонстрация изящества элементарно-геометрических 
приемов доказательств и расчетов (без использования 
векторной алгебры и с минимальным привлечением 
метода координат, геометрических преобразований и, 
пожалуй, несколько большим — тригонометрии). 

Сейчас в школьном курсе учеников знакомят с 
разнообразными понятиями и средствами решения 
задач, но именно их разнообразие оставляет мало 
времени на приобретение навыков, и вкус к такого 
рода задачам, которые собраны в этой книге, у новых 
поколений несколько снизился. Конечно, вопрос о том, 
насколько важно научиться решать трудные геометри- 
ческие задачи, спорен. Быть может, и в самом деле 
тем, кто связывает свое будущее с профессией матема- 
тика или программиста, полезнее заниматься задачами 
комбинаторно-логического характера, изучать начала 
анализа, научиться составлять программы для ЭВМ. 
Нам все же кажется, что развитое геометрическое 
воображение — качество, необходимое будущему мате- 
матику и полезное будущим инженерам, физикам, 
строителям, архитекторам и многим другим. 

Трудно гарантировать, что автору в каждом слу- 
чае удалось найти «оптимальный» путь решения, не 
говоря уже о том, что некоторые (хотя, видимо, 
немногие) задачи знаток геометрии решил бы короче, 
используя инверсию, методы проективной геометрии 
и т. п. Автор намеренно не намечал все возможные 
связи и обобщения задач, как это принято у матема- 
тиков-теоретиков, доискивающихся в каждом отдель- 
ном случае до логически наиболее прозрачного общего 
факта, а действовал скорее как физик-практик, кото- 
рому надо решить конкретную задачу, по принципу: 
если не видно простого изящного решения, надо «по- 
считать». Возможно, некоторые читатели не откажут 
себе в удовольствии улучшить предложенный автором 
путь решения отдельных задач. 

Хотя степень оригинальоости собранных в книге 
задач различна (некоторые можно найти в старых 
книгах и журналах, другие предлагались на олим- 
пиадах или были опубликованы в журнале «Квант»), 
автор все же надеется, что кое-что из представленной 
здесь коллекции заинтересует и опытных любителей 
геометрии. 
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Заметим, что в некоторых случаях к задачам вто- 
рого раздела дается * лишь план решения или разби- 
рается один из возможных случаев. Необходимость 
перебора разных возможных расположений фигур — не- 
редко встречающийся недостаток элементарно-геомет- 
рических доказательств, который, как правило, исче- 
зает при переходе к векторам, «направленным углам», 
методу координат и т. п.; правда, при этом зачастую 
исчезает и сама геометрия. 

Чтобы сделать книгу понятной для читателей раз- 
ной подготовки и разных поколений, была выбрана 
не совсем совпадающая с принятой сейчас в школе 
терминология. «Конгруэнтные» фигуры называются 
просто «равными», не используются знаки [АВ] 
для отрезка и (АВ) для прямой и т. п.; надо полагать, 
что это не затруднит, а скорее облегчит пользование 
книгой. 

Уже после того как рукопись была подготовлена, 
автору представилась возможность включить в нее еще 
62 задачи повышенной трудности. Они помещены в конце 
книги вместе с ответами и указаниями. 

В заключение автор считает своим долгом поблаго- 
дарить А. 3. Берштейна, принимавшего участие в 
работе над первым разделом книги. Автор признателен 
также А. А. Ягубьянцу, сообщившему несколько 
изящных геометрических фактов. 

Автор 


РАЗДЕЛ I 


ПОДГОТОВИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 


1. Доказать, что медианы в треугольнике 
пересекаются в одной точке и делятся ею в отноше- 
нии 1 : 2. 

2. Доказать, что медианы делят треугольник на 
шесть равновеликих частей. 

3. Доказать, что диаметр окружности, описанной 
около треугольника, равен отношению его стороны к 
синусу противолежащего угла. 

4. Пусть вершина угла находится вде круга и 
стороны угла пересекают окружность. Доказать, что 
величина угла измеряется полуразностью дуг, высе- 
каемых его сторонами на окружности и расположен- 
ных внутри угла. 

5. Пусть вершина угла находится внутри круга. 
Доказать, что величина угла измеряется полусуммой 
дуг, заключенных между его сторонами и их продол- 
жениями за вершину угла. 

6. Пусть АВ — хорда окружности, / — касательная 
к окружности (Л— точка касания). Доказать, что 
каждый из двух углов между АВ и I измеряется поло- 
виной дуги окружности, заключенной внутри рассмат- 
риваемого угла. 

7. Через точку М, находящуюся на расстоянии а 
от центра окружности радиуса Я (а>Я), проведена 
секущая, пересекающая окружность в точках А и В. 
Доказать, что \МА\-\МВ\ постоянно для всех секу- 
щих и равно а 2 — Я г (квадрату длины касательной). 

8. В окружности радиуса Я через точку М, нахо- 
дящуюся на расстоянии а от ее центра (а<Я), прове- 
дена хорда АВ. Доказать, что \ АМ\-\МВ \ постоянно 
для всех хорд и равно Я г — а 2 . 

9. Пусть АМ — биссектриса треугольника АВС. 

Доказать, что — ^г щ~ - Т° же верно для биссе- 
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ктрисы внешнего угла треугольника. (В этом случаем 
лежит на продолжении стороны ВС.) 

10. Доказать, что сумма квадратов диагоналей 
параллелограмма равна сумме квадратов его сто- 
рон. 

11. Стороны треугольника равны а, Ь и с. Доказать, 
что длина медианы т а , проведенной к стороне а, вычис- 
ляется по формуле т а = ~ У 2 Ь 2 + 2с 2 — а 2 . 

12. Даны два треугольника, у которых одна вер- 
шина Л — общая, а другие вершины расположены на 
двух прямых, проходящих через Л. Доказать, что отно- 
шение площадей этих треугольников равно отношению 
произведений двух сторон, содержащих вершину А. 

13. Доказать, что площадь описанного многоуголь- 
ника равна гр, где р — его полупериметр, г — радиус 
вписанной окружности (в частности, эта формула спра- 
ведлива для треугольника). 

14. Доказать, что площадь четырехугольника равна 
полупроизведению диагоналей на синус угла между 
ними. 

15. Доказать справедливость следующих формул для 

площади треугольника: 5 = 5Ш В ! ш С , 5=2Д 2 зіпЛх 

2 8іп А 

ХзіпВзіпС, где Л, В, С — углы треугольника, а — 
длина стороны против угла Л, Д — радиус описанного 
круга. 

16. Доказать, что радиус окружности, вписанной 
в прямоугольный треугольник, вычисляется по формуле 

г = — -д — — , где а и Ь — катеты, с — гипотенуза. 

17. Доказать, что если а и Ь — две стороны тре- 
угольника, а — угол между ними и I — длина биссектрисы 

0 , а 
2аЬ соз 

этого угла, то / = — — . 

18. Доказать, что расстояния от вершины Л тре- 
угольника АВС до точек касания вписанной окружности 
со сторонами Л В и АС равны р — а, где р— полупери- 
метр Д АВС, а = \ВС\. 

19. Доказать, что если в выпуклом четырехуголь- 
нике АВСИ выполняется соотношение | АВ | -]- ) Сй ! = 
= \АО | + | ВС |, то существует окружность, касающаяся 
всех сторон его. 
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20. а) Доказать, что высоты в треугольнике пере- 
секаются в одной точке. 

б) Доказать, что расстояние от вершины треуголь- 
ника до точки пересечения высот вдвое больше, чем 
расстояние от центра описанного круга до противопо- 
ложной стороны . 

21. На одной стороне прямого угла с вершиной в 
точке О взяты две точки А и В, причем \ОА\=а, 
\ОВ\ = Ь. Найти радиус окружности, проходящей через 
точки Л и В и касающейся другой стороны угла. 

22. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 
с, а один из острых углов равен 30°. Найти радиус окруж- 
ности с центром в вершине угла в 30°, делящей дан- 
ный треугольник на две равновеликие части. 

23. В прямоугольном треугольнике АВС даны длины 
катетов |СВ| = а, \СА\ — Ъ. Найти расстояние от вер- 
шины С до ближайшей к С точки вписанной окружности. 

24. В прямоугольном треугольнике медиана длины т 
делит прямой угол в отношении 1 : 2. Найти площадь 
треугольника. 

25. В треугольнике АВС даны стороны \ВС\=а, 

| АС | = Ь, | АВ | = с. Найти отношение, в котором точка 
пересечения биссектрис делит биссектрису угла В. 

26. Доказать, что сумма расстояний от любой точки 
основания равнобедренного треугольника до боковых 
сторон равна высоте этого треугольника, проведенной 
к боковой стороне. 

27. Доказать, что сумма расстояний от любой точки 
внутри правильного треугольника до его сторон равна 
высоте этого треугольника. 

28. В равнобедренном треугольнике АВС (|ЛВ| = 
= ІДС|) на основании АС взята точка М так, что 
\АМ\=а, | МС | = Ь. В треугольники АВМ и СВМ впи- 
саны окружности. Найти расстояние между точками 
касания этих окружностей со стороной ВМ. 

29. В параллелограмме со сторонами аиби углом а 
проведены биссектрисы четырех углов. Найти площадь 
четырехугольника, ограниченного биссектрисами. 

30. В ромб с высотой к и острым углом а вписана 
окружность. Найти радиус наибольшей из двух возмож- 
ных окружностей, каждая из которых касается данной 
окружности и двух сторон ромба. 

31. Определить острый угол ромба, в котором длина 
стороны есть среднее геометрическое длин диагоналей. 
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32. Длины диагоналей выпуклого четырехугольника 
равны а и Ь, а длины отрезков, соединяющих середины 
противоположных сторон, равны между собой. Найти 
площадь четырехугольника. 

33. Основание ЛО прямоугольника АВСО, в три ра- 
за большее его высоты АВ, точками М и N разделено 

на три равные части. Найти АМВ + А№В-\- АОВ. 

34. Две окружности пересекаются в точках А и В. 
Через точку А проведены хорды АС и АО, касающиеся 
данных окружностей. Доказать, что |ЛС| 2 -|ВО| = 
= | АО\*-\ВС\. 

35. Доказать, что в прямоугольном треугольнике 
биссектриса прямого угла делит пополам угол между 
медианой и высотой, опущенными на гипотенузу. 

36. На окружности радиуса г выбраны три точки 
таким образом, что окружность оказалась разделенной 
на три дуги, длины которых относятся как 3:4:5. 
В точках Деления к окружности проведены касательные. 
Найти площадь треугольника, образованного этими 
касательными. 

37. Около окружности описана равнобочная трапеция 
с боковой стороной /, одно из оснований которой равно а. 
Найти площадь трапеции. 

38. Две прямые, параллельные основаниям трапеции, 
делят каждую из боковых сторон на три равные части. 
Вся трапеция разделена ими на три части. Найти 
площадь средней части, если площади крайних 5!и5 2 . 

39. В трапеции АВСО со сторонами| АВ \ — а, 
\ВС\ = Ъ проведена биссектриса угла Л. Определить, 
что она пересекает: основание ВС или боковую сторо- 
ну СО. 

40. Найти длину отрезка прямой, параллельной осно- 
ваниям трапеции и проходящей через точку пересече- 
ния диагоналей, если основания трапеции равны а и Ь. 

41. В равнобочной трапеции, описанной около окруж- 
ности, отношение параллельных сторон равно к. Найти 
угол при основании. 

42. В трапеции АВСО основания |ЛВ|=а и 
| СО | = 6. Найти площадь трапеции, если известно, что 
диагонали трапеции являются биссектрисами углов 
ОАВ и АБС. 

43. В равнобочной трапеции средняя линия равна а, 
а диагонали взаимно перпендикулярны. Найти площадь 
трапеции. 

10 


44. Площадь равнобочной трапеции, описанной около 
круга, равна 5, а высота трапеции в 2 раза меньше 
ее боковой стороны. Определить радиус вписанного в 
трапецию круга. 

45. Площади треугольников, образованных отрез- 
ками диагоналей трапеции и ее основаниями, равны 
5! и 5 2 . Найти площадь трапеции. 

46. В треугольнике АВС угол АВС равен а. Найти 
угол АОС, где О — центр вписанной окружности. 

47. В прямоугольном треугольнике проведена бис- 
сектриса прямого угла. Найти расстояние между точ- 
ками пересечения высот двух получившихся треуголь- 
ников, если катеты данного треугольника равны а и Ъ. 

48. Прямая, перпендикулярная двум сторонам парал- 
лелограмма, делит его на две трапеции, в каждую из 
которых можно вписать окружность. Найти острый 
угол параллелограмма, если длины его сторон рагны 
а и Ь (а<.Ъ). 

49. Дан полукруг с диаметром АВ. Через середину 
полуокружности проведены две прямые, делящие полу- 
круг на три равновеликие части. В каком отношении 
эти прямые делят диаметр А В? 

50. Дан квадрат АВСБ, сторона которого равна а, 
и построены две окружности. Первая окружность 
целиком расположена внутри квадрата А ВСР, касается 
стороны АВ в точке Е, а также касается стороны ВС 
и диагонали АС. Вторая окружность с центром в точке А 
проходит через точку Е. Найти площадь общей части 
двух кругов, ограниченных этими окружностями. 

51. Вершины правильного шестиугольника со сторо- 
ной а являются центрами окружностей, радиусы кото- 
рых равны 0/1^2. Найти площадь части шестиугольника, 
расположенной вне этих окружностей. 

52. Вне окружности радиуса /? взята точка А, из 
которой проведены две секущие, одна — проходящая 
через центр, а другая — на расстоянии Е/2 от центра. 
Найти площадь части круга, расположенной между 
этими секущими. 

53. В четырехугольнике АВСР известны углы 

Р АВ — 90°, ВВС — 90°, \РВ \ — а, \РС\ = Ъ. Найти 
расстояние между центрами двух окружностей, одна 
из которых проходит через точки Р, А и В, а дру- 
гая — через точки В, С и В. 
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54. На сторонах А В и АО ромба АВСО взяты две 
точки М и N так, что прямые МС и N0 делят ромб 
на три равновеликие части. Найти длину отрезка ЛШ, 
если I ВО | = й. 

55. На стороне АВ треугольника АВС взяты точки 
М и N так, что | ЛЛІ | : | МЯ| : |ЯВ |= 1 : 2 : 3. Через 
точки М и N проведены прямые, параллельные сто- 
роне АС. Найти площадь части треугольника, заклю- 
ченной между этими прямыми, если площадь тре- 
угольника АВС равна 5. 

56. Дана окружность и точка А вне ее. АВ и 
АС — касательные к окружности (В и С — точки каса- 
ния). Доказать, что центр окружности, вписанной 
в треугольник АВС, лежит на данной окружности. 

57. Вокруг равностороннего треугольника АВС 
описана окружность, и на дуге ВС взята произвольная 
точка М. Доказать, что | АМ | = | ВМ | + 1 СМ |. 

58. Пусть Я — точка пересечения высот Д АВС. 

Найти углы ДЛВС, если ВАЙ = а, ЛВЯ = р. 

59. Площадь ромба 5, сумма длин его диагоналей 
равна т. Найти сторону ромба. 

60. Квадрат со стороной а вписан в окружность. 
Найти сторону квадрата, вписанного в один из полу- 
ченных сегментов. 

61. В сегмент с дугой в 120 ° и высотой Н вписан 

прямоугольник АВСО так, что \ (ВС лежит 

на хорде). Найти площадь прямоугольника. 

62. Площадь кругового кольца 5. Радиус большей 
окружности равен длине меньшей. Найти радиус мень- 
шей окружности. 

63. Сторону правильного десятиугольника выразить 
через Я — радиус описанной окружности. 

64. К окружности радиуса Я из внешней точки М 
проведены касательные МА и МВ, образующие угол а. 
Определить площадь фигуры, ограниченной касатель- 
ными и меньшей дугой окружности. 

65. Дан квадрат АВСО со стороной а. Найти ра- 
диус окружности, проходящей через середину сто- 
роны АВ, центр квадрата и вершину С. 

66. Дан ромб со стороной а и острым углом а. 
Найти радиус окружности, проходящей через две сосед- 
ние вершины ромба и касающейся противоположной 
стороны ромба или ее продолжения. 
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67. Даны три попарно касающиеся окружности 
радиуса г. Найти площадь треугольника, образованного 
тремя прямыми, каждая из которых касается двух 
окружностей и не пересекает третью. 

68. Окружность радиуса г касается некоторой пря- 
мой в точке М. На этой прямой по разные стороны от М 
взяты точки А я В так, что \МА\ = \МВ\ = а. Найти 
радиус окружности, проходящей через А я В я касаю- 
щейся данной окружности. 

69. Дан квадрат АВС Б со стороной а. На сто- 
роне ВС взята точка М так, что \ВМ\ = 2>\МС\, а 
на стороне СО — точка N так, что 2 1 СМ \ = | ЛД) |. 
Найти радиус окружности, вписанной в треуголь- 
ник АМЫ. 

70. Дан квадрат АВСЭ со стороной а. Определить 
расстояние между серединой отрезка АМ , где М — се- 
редина ВС, и точкой N на стороне СО, делящей ее 
в отношении | С7Ѵ | : | N0 \ = 3 : 1 . 

71. В треугольнике АВС из вершины А выходит 
прямая, делящая пополам медиану Вй (точка О ле- 
жит на стороне АС). В каком отношении эта прямая 
делит сторону ВС ? 

72. В прямоугольном треугольнике АВС катет СА 
равен Ъ, катет СВ равен а, СН — высота, АМ — медиана. 
Найти площадь треугольника ВМН. 

73. В равнобедренном треугольнике АВС заданы 

ВДС = а>90° и \ВС\ = а. Найти расстояние между 
точкой пересечения высот и центром описанной окруж- 
ности. 

74. Вокруг треугольника АВС, в котором |ВС|=а, 

СВЛ = а, ВСЛ = Р, описана окружность. Биссектриса 
угла А пересекает окружность в точке К. Найти длину 
хорды АК- 

75. В окружности радиуса К проведен диаметр и 
на нем взята точка А на расстоянии а от центра. 
Найти радиус второй окружности, которая касается 
диаметра в точке А и изнутри касается данной окруж- 
ности. 

76. В окружности проведены три попарно пересека- 
ющиеся хорды равной длины. Каждая хорда разделена 
точками пересечения на три части равной длины. 
Найти радиус окружности, если длина каждой из хорд 
равна а. 
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77. Один правильный шестиугольник вписан в окруж- 
ность, а другой описан около нее. Найти радиус окруж- 
ности, если разность периметров этих шестиугольников 
равна а. 

78. В правильном треугольнике АВС, сторона 
которого равна а, проведена высота В К . В треуголь- 
ники АВК и ВСК вписано по окружности, и к ним 
проведена общая внешняя касательная, отличная от 
стороны АС. Найти площадь треугольника, отсекаемого 
этой касательной от треугольника АВС. 

79. Во вписанном четырехугольнике АВСй известны 

углы БАВ = а, АВС = $, ВКС = у, где К — точка пе- 
ресечения диагоналей. Найти АСИ. 

80. Во вписанном четырехугольнике АВСЭ, диаго- 
нали которого пересекаются в точке К, известно, что 
\АВ\ = а, \ВК\ = Ь, \АК\=с, |СО| = с1. Найти длину 
диагонали АС. 

81. Вокруг трапеции описана окружность. Осно- 
вание трапеции составляет с боковой стороной угол а, 
а с диагональю — угол р. Найти отношение площади 
круга к площади трапеции. 

82. В равнобочной трапеции АВСИ известны основа- 
ния \АЭ\ = а, \ВС\ = Ь и боковая сторона \АВ \ — й. 
Через вершину В проведена прямая, делящая пополам 
диагональ АС и пересекающая /Ш в точке К. Найти 
площадь треугольника ВОК- 

83. Найти сумму квадратов расстояний от точки М, 
взятой на диаметре некоторой окружности, до концов 
любой из параллельных этому диаметру хорд, если ра- 
диус окружности равен К, а расстояние от М до 
центра окружности равно а. 

84. Общая хорда двух пересекающихся окружностей 
видна из их центров под углами 90° и 60°. Найти ра- 
диусы окружностей, если расстояние между их цент- 
рами равно а. 

85. Дан правильный треугольник АВС. Точка К де- 
лит сторону АС в отношении 2:1, а точка М делит 
сторону А В в отношении 1 : 2 (считая в обоих случаях 
от вершины А). Доказать, что длина отрезка КМ 
равна радиусу окружности, описанной около треуголь- 
ника АВС. 

86. Окружности радиусов К и /?/2 касаются друр 
друга внешним образом. Один из концов отрезка 
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длины 2Д, образующего с линией центров угол, рав- 
ный 30°, совпадает с центром окружности меньшего 
радиуса. Какая часть отрезка лежит вне обеих окруж- 
ностей? (Отрезок пересекает обе окружности.) 

87. В треугольнике АВС проведены ВК — медиана, 
ВЕ — биссектриса, Ай — высота. Найти длину сто- 
роны АС, если известно, что прямые ВК и ВЕ делят 
отрезок АО на три равные части и длина АВ рав- 
на 4. 

88. Отношение радиуса окружности, вписанной 
в равнобедренный треугольник, к радиусу окружности, 
описанной около этого треугольника, равно к. Найти 
угол при основании треугольника. 

89. Найти косинус угла при основании равнобед- 
ренного треугольника, если точка пересечения его вы- 
сот лежит на вписанной в треугольник окружно- 
сти. 

90. Найти площадь пятиугольника, ограниченного 
прямыми ВС, СО, Л(Ѵ, АМ и ВБ, где А, В и О — три 
вершины квадрата АВСИ, N — середина стороны ВС, 
М делит сторону СО в отношении 2': 1 (считая от вер- 
шины С), если сторона квадрата АВСй равна а. 

91. Длины сторон четырехугольника, описанного 
около окружности радиуса К, взятые последовательно, 
образуют геометрическую прогрессию. Найти площадь 
этого четырехугольника. 

92. Дан квадрат со стороной а. Найти площадь 
правильного треугольника, одна вершина которого сов- 
падает с серединой одной из сторон квадрата, а две 
другие расположены на диагоналях квадрата. 

93. На сторонах квадрата АВСй взяты точки М, 
N и К, где М — середина АВ, N лежит на стороне ВС, 
причем 2}ДА/| = |(ѴС|, К лежит на стороне О А, при- 
чем 2 1 Од( = | КА |. Найти синус угла между прямыми 
МС и (ѴК- 

94. Через вершины А ц В треугольника АВС про- 
ходит окружность радиуса г, пересекающая сторону ВС 
в точке Е>. Найти радиус окружности, проходящей через 
точки А, О и С, если |ЛВ| = с, \АС\ = Ь. 

95. В треугольнике АВС сторона АВ имеет длину 3, 
а высота СО, опущенная на сторону АВ, имеет длину ]/3. 
Основание Ь высоты СО лежит на стороне АВ, длина 
отрезка АО равна длине стороны ВС. Найти длину сто- 
роны АС. 


15 


96. В окружность радиуса 7? вписан правильный 
шестиугольник АВСОЕК- Найти радиус круга, вписан- 
ного в треугольник АСО. 

97. Сторона АВ квадрата АВСО равна 1 и является 
хордой некоторой окружности, причем остальные сто- 
роны квадрата лежат вне этой окружности. Длина ка- 
сательной С К, проведенной из вершины С к той же 
окружности, равна 2. Чему равен диаметр окружности? 

98. В прямоугольном треугольнике меньший угол 
равен а. Перпендикулярно гипотенузе проведена пря- 
мая, делящая треугольник на две равновеликие части. 
Определить, в каком отношении эта прямая делит гипо- 
тенузу. 

99. Внутри правильного треугольника со стороной 1 
помещены две касающиеся друг друга окружности, 
каждая из которых касается двух сторон треугольника 
(каждая сторона треугольника касается хотя бы одной 
окружности). Доказать, что сумма радиусов этих 

окружностей не меньше, чем 3 — і). 

100. В прямоугольном треугольнике АВС с острым 
углом А — 30° проведена биссектриса ВО другого 
острого угла. Найти расстояние между центрами двух 
окружностей, вписанных в треугольники АВО и БВС, 
если длина меньшего катета равна 1 . 

101- В трапеции АВСО углы А и б при основа- 
нии АО соответственно равны 60° и 30°. Точка N ле- 
жит на основании ВС, причем | ДУѴ | : | N0 1 = 2. Точка М 
лежит на основании АІ), прямая МN перпендикулярна 
основаниям трапеции и делит ее площадь пополам 
Найти отношение | АМ | : | МО |. 


„ 1° 2 - В треугольнике АВС заданы \ВС\ = а, А= а, 
В = Р. Найти радиус окружности, касающейся сто- 
роны АС в точке А и касающейся стороны ВС. 

103. В треугольнике АВС известны стороны 

\АВ\ — с, \ВС\ — а и угол АВС = §. На стороне АВ 
взята точка М так, что 2 | АМ | = 3 | МВ '. Найти рас- 
стояние от м до середины стороны АС. 

104 На сто Р оне АВ Треугольника АВС взята 
10Ч п^лУІ’ а на сто Р оне АС — точка Ы, причем ! АМ \ — 
— 3 \МВ\, а 2 1 АЫ | = | ЫС |. Найти площадь четырех- 
угольника МДСѴѴ, если площадь треугольника АВС 
равна 5. 
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105. Даны две концентрические окружности ра- 
диусов р и л (У? > л) с общим центром О. Третья 
окружность касается их обеих. Найти тангенс угла 
между касательными к третьей окружности, выходя- 
щими из точки О. 

106. В параллелограмме АВСБ известны | АВ\ = а, 
\АБ\ = Ь ( Ъ>а ), Л = а (а <90°). На сторонах АБ 
и 'ВС взяты точки К и М так, что ВКБМ — ромб. 
Найти сторону ромба. 

107. В прямоугольном треугольнике АВС известна 
гипотенуза \АВ\ = с. Центры трех окружностей ра- 
диуса /? = -— находятся в вершинах А, В и С. Найти 

радиус четвертой окружности, которая касается трех 
данных и не содержит их внутри себя. 

108. Найти радиус окружности, которая высекает 
на обеих сторонах угла величины а хорды длины а, 
если известно, что расстояние между ближайшими кон- 
цами этих хорд равно Ь. 

109. На стороне ВС треугольника АВС как на диа- 
метре построена окружность, пересекающая стороны АВ 
и АС в точках М и N . Найти площадь треуголь- 
ника АМЫ, если площадь треугольника АВС равна 5, 

а ВАС = а. 

1 10. В окружности радиуса У? проведены две взаимно 
перпендикулярные равные хорды МЫ и РС{. Найти 
расстояние между точками М и Р, если |М2| = а. 

111. В треугольнике АВС на наибольшей сто- 
роне | АС | = Ь выбирается точка М. Найти наименьшее 
расстояние между центрами окружностей, описанных 
около треугольников ВАМ и ВСМ. 

112. В параллелограмме АВСБ известны \АВ\ = а, 

\ВС\ — Ъ, АВС — а. Найти расстояние между центрами 
окружностей, описанных около треугольников ВСБ 
и БАВ. 

1 13. В треугольнике АВС известны ВАС = а, | В А | = 
= а, | АС | — Ь. На сторонах АС и АВ взяты точки М 
и Ы, где М — середина АС. Найти длину отрезка МЫ, 
если известно, что площадь треугольника АМЫ состав- 
ляет 1/3 площади треугольника АВС. 

114. Найти углы ромба, если площадь вписанного 
в него круга вдвое меньше площади ромба. 
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115. Найти площадь общей части двух квадратов, 
если у каждого сторона равна а и один получается 
из другого поворотом вокруг вершины на угол 45 е . 

1 16. Во вписанном в круг четырехугольнике две 
противоположные стороны взаимно перпендикулярны, 
одна из них равна а, прилежащий к ней острый угол 
делится диагональю на части аир. Определить диаго- 
нали (угол а прилежит к данной стороне). 

^117. Дан параллелограмм АВСО с острым углом 

ОАВ = а и сторонами \АВ\ = а, |ЛО| = Ь (а<Ь). Пусть 
л— основание перпендикуляра, опущенного из вер- 
шины В на ДО, а М — основание перпендикуляра, 
опущенного из точки К на продолжение стороны СО. 
Найти площадь треугольника ВКМ. 

118. В треугольнике АВС из вершины С проведены 
два луча, делящие угол АС В на три равные части. 
Найти отношение длин отрезков этих лучей, заключен- 
ных^ внутри треугольника, если |ВС|:|ДС| = 3, 
АСВ = а. 

У 9- в равнобедренном треугольнике АВС (|ЛВ| = 

і ВС | ) проведена биссектриса АО. Площади треуголь- 
ников АВй и АОС равны соответственно 5, и 5». 
Наити | АС |. 

120. Окружность радиуса вписана в угол вели- 
чины а- Другая окружность, радиуса касается 
одной стороны угла в той же точке, что и первая, 
и пересекает вторую сторону угла в точках А и В. 
Наити длину отрезка АВ. 

121. На прямой, проходящей через центр О окруж- 
и 00 ™ радиуса 12, взяты точки А и В так, что \ ОА\ = 
= 15, | АВ\ — Ъ. Из точек А и В проведены касатель- 
ные к окружности, точки касания которых лежат по 
одну сторону от прямой ОАВ. Найти площадь тре- 
угольника АВС, если С — точка пересечения этих каса- 
тельных. 

^22. В треугольнике АВС известны |ДС| = о, 

ВАС = а, СВА = р. Найти радиус окружности, пересе- 
кающей все его стороны и высекающей на каждой из 
них хорды длины й. 

123. В выпуклом четырехугольнике отрезки, соеди- 
няющие середины противоположных сторон, равны 
соответственно а и & и пересекаются под углом 60°, 
Наити диагонали четырехугольника. 
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124. В треугольнике ЛВС на стороне ВС взята точ- 
ка М таким образом, что расстояние от вершины В 
до центра тяжести треугольника АМС равно расстоя- 
нию от вершины С до центра тяжести треугольника 
АМВ. Доказать, что (ВМ| = |ДС|, где Д — основание 
высоты, опущенной на ВС из вершины А. 

125. В прямоугольном треугольнике АВС биссек- 
триса ВЕ прямого угла В делится центром О вписан- 
ной окружности в отношении | ВО | : | ОЕ \ = ]/3 : У 2. 
Найти острые углы треугольника. 

126. На отрезке АВ длины К как на диаметре по- 
строена окружность. Вторая окружность такого же 
радиуса, как и первая, имеет центр в точке А. Третья 
окружность касается первой окружности внутренним 
образом, второй окружности — внешним образом, а также 
касается отрезка АВ. Найти радиус третьей окружности. 

127. Дан треугольник АВС. Известно, что | ЛВ| = 4, 
|ЛС| = 2, | ВС | = 3. Биссектриса угла ВАС пересекает 
сторону ВС в точке К. Прямая, проходящая через точку 
В параллельно АС, пересекает продолжение биссек- 
трисы АК в точке М. Найти длину отрезка КМ. 

128. Окружность с центром, расположенным внутри 
прямого угла, касается одной стороны угла, пересекает 
другую сторону в точках Л и В и пересекает биссек- 
трису угла в точках С и Д. Длина хорды АВ равна 
У 6, длина хорды СО равна ]/7. Найти радиус окруж- 
ности. 

129. В параллелограмме лежат две окружности ра- 
диуса 1, касающиеся друг друга и трех сторон парал- 
лелограмма каждая. Известно также, что один из отрез- 
ков стороны параллелограмма от вершины до точки 
касания равен ]/3. Найти площадь параллелограмма. 

130. Окружность радиуса К проходит через вершины 
Л и В треугольника ЛВС и касается прямой АС 
в точке Л. Найти площадь треугольника ЛВС, зная, 

что ЛВС = Р и СЛВ=а. 

131. В треугольнике ЛВС биссектриса АК перпен- 
дикулярна медиане ВМ, а угол ЛВС равен 120 й . 
Найти отношение площади треугольника ЛВС к пло- 
щади описанного около этого треугольника круга. 

132. В прямоугольном треугольнике ЛВС с катетами 
[ ЛВ| = 3 и | ВС | = 4 через середины сторон АВ и АС 
Проведена окружность, касающаяся стороны ВС. Найти 


длину отрезка гипотенузы АС, который лежит внутри 
этой окружности. 

133. Дан отрезок длины а. Три окружности ра- 
диуса Р (а<4Д) имеют центры в концах отрезка и 
в его середине. Найти радиус четвертой окружности, 
касающейся трех данных. 

134. Найти угол между общей внешней касательной 
и общей внутренней касательной к двум окружностям, 
если их радиусы равны В и г, а расстояние между 

их центрами равно У 2 (Р 2 + г 2 ) (центры окружностей 
находятся по одну сторону от общей внешней касатель- 
ной и по разные стороны от общей внутренней каса- 
тельной). 

135. Отрезок АВ есть диаметр круга, а точка С 
лежит вне этого круга. Отрезки АС и ВС пересекаются 
с окружностью в точках Ди Е соответственно. Найти 
угол СВД, если площади треугольников ОСЕ и АВС 
относятся, как 1:4. 

136. В ромбе АВСБ со стороной а угол при вер- 
шине А равен 120°. Точки Е и Р лежат на сторонах 
ВС и Ай соответственно, отрезок ЕЕ и диагональ 
ромба АС пересекаются в точке М. Площади четырех- 
угольников ВЕРА и ЕСйЕ относятся, как 1 : 2 Найти 
длину отрезка ЕМ, если \АМ\ : \МС\ = 1 : 3. 

137. Дана окружность радиуса Р с центром 
в точке О. Из конца отрезка О А, пересекающегося 
с окружностью в точке М, проведена касательная 
к окружности АК. Величина угла ОАК равна 60°. 
Найти радиус окружности, касающейся отрезков АК 
АМ и дуги МК. 

138. В круг вписан равнобедренный треугольник, 

в котором \АВ\ — \ВС\ и Ж = р. Средняя линия треу- 
гольника продолжена до пересечения с окружностью 
в точках Ди Е (ДДЦЛС). Найти отношение площадей 
треугольников АВС и ОБЕ. 

139. Дан угол величины а с вершиной О. На одной 
его стороне взята точка М и восставлен перпендикуляр 
в этой точке до пересечения с другой стороной в точке N. 
Точно так же в точке К на другой стороне восставлен 
перпендикуляр до пересечения с первой стороной 
в точке Р. Пусть В — точка пересечения прямых ЛШ 
и КР, а А — точка пересечения прямых ОВ и /ѴР. Найти 
Длину отрезка О А, если \ОМ\ = а, | ОР\ = Ь. 
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140. а) Доказать, что поворот вокруг точки О 
на угол а эквивалентен последовательному применению 
двух осевых симметрий, оси которых проходят через 
точку О, а угол между осями а/2, параллельный же 
перенос эквивалентен двум осевым симметриям с парал- 
лельными осями. 

б) Доказать, что два последовательных поворота 
вокруг точки Ох на угол а и вокруг точки 0 2 на угол 
Р (0^а<2я, 0^Р<2я, повороты делаются в одном 
направлении), если а + Р^=2л, эквивалентны одному 
повороту на угол сх — )- р вокруг некоторой точки О. 
Найти углы треугольника 0x0,0. 

141. Расстояние между центрами непересекаюшихся 
окружностей равно а. Доказать, что четыре точки пере- 
сечения общих внешних касательных с общими внут- 
ренними касательными лежат на одной окружности. Най- 
ти радиус этой окружности. 

142. Доказать, что отрезок общей внешней каса- 
тельной к двум окружностям, заключенный между об- 
щими внутренними касательными, равен длине общей 
внутренней касательной. 

143. В круге с центром О проведены две взаимно 
перпендикулярные хорды ОА и ОБ. С — точка на ду- 
ге АВ такая, что АОС= 60° (ВОС= 30°). Окружность 
с центром в Л и радиусом |ЛВ| пересекает продолже- 
ние ОС за точку С в точке Д. Доказать, что |СО| ра- 
вен стороне правильного десятиугольника, вписанного 
в окружность. 

Возьмем теперь точку /И, диаметрально противопо- 
ложную точке С. Отрезок АШ, увеличенный на ^ своей 

длины, принимается приближенно равным полуокруж- 
ности. Оценить ошибку этого приближенного равенства. 


РАЗДЕЛ II 


ЗАДАЧИ ПОВЫШЕННОЙ ТРУДНОСТИ 


§ 1. Задачи на вычисление 


*• треугольнике АВС проведена 

медиана АО. ОАС + АВС = 90°. Найти ВАС, если 
известно, что | АВ | = | АС |. 

2. Три окружности радиусов 1, 2 и 3 касаются друг 

друга внешним образом. Найти радиус окружности, 
проходящей через точки касания этих окружно- 
стей. ^ 

3. В равнобедренный треугольник вписан квадрат 
единичной площади, сторона которого лежит на осно- 
вании треугольника. Найти площадь треугольника, если 
известно, что центры тяжести треугольника и квадрата 
совпадают. 

4. В равностороннем треугольнике АВС сторона 
равна а. На стороне ВС лежит точка О, а на АВ — 

точка Е так, что |ЯЯ| = {«, \АЕ\ = \ОЕ\. Найти 
длину СЕ. 

5. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины 
прямого угла С проведены биссектриса СЬ, \СЦ = а 
и медиана СМ, \СМ\ = Ъ. Найти площадь треугольника 


6. В трапецию вписана окружность. Найти площадь 
трапеции, если известны длины а одного из оснований 
и отрезков Ь и й, на которые разделена точкой каса- 
ния одна из боковых сторон (отрезок Ь примыкает 
к данному основанию). 

7. В трапеции диагонали равны 3 и 5, а отрезок 
соединяющий середины оснований, равен 2. Найти пло- 
щадь трапеции. 

і л т І^ угольнике АВС известны длины сторон: 

| Л5| — 12, )/?С| = 13, |СЛ|=15. На стороне АС взята 
точка М таким образом, что радиусы окружностей, 
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вписанных в треугольники АВМ и ВСМ, равны. Найти 
отношение \АМ\ : | МС\. 

9. Окружность радиуса 1 вписана в треугольник АВС, 

в котором со® АВС = 0,8. Эта окружность касается 
средней линии треугольника АВС, параллельной стороне 
АС. Найти длину стороны АС. 

10. Дан правильный треугольник АВС площади 5. 
Параллельно его сторонам на равном расстоянии от них 
проведены три прямые, пересекающиеся внутри треуголь- 
ника и образующие в пересечении треугольник Л^іС^ 
площади <3. Найти расстояние между параллельными сто- 
ронами треугольников АВС и АіВ х Сі. 

11. Стороны АВ и СО четырехугольника ЛОСО 
перпендикулярны и являются диаметрами двух равных 
касающихся окружностей радиуса г. Найти площадь 

четырехугольника Л5СО, если = 

12. В угол, величина которого а, вписаны две касаю- 
щиеся друг друга окружности. Определить отношение 
радиуса меньшей окружности к радиусу третьей окруж- 
ности, касающейся первых двух и одной из сторон угла. 

13. В треугольнике АВС на средней линии ОД, па- 
раллельной АВ, как на диаметре построена окружность, 
пересекающая стороны АС и ВС в точках М и N. 
Найти МN, если \ВС\ = а, |ЛС| = Ь, |Л5| = с. 

14. В треугольнике АВС дана разность внутренних 
углов А — В = ф. Известно, что высота, опущенная 
из вершины С на сторону АВ, равна разности | ВС | — | АС |. 
Найти углы треугольника АВС. 

15. Найти площадь ромба АВСѲ, если радиусы 
окружностей, описанных около треугольников АВС и 
АВС), равны В и г. 

16. Дан угол величины а с вершиной в Л и точка В 
на расстоянии а и Ь от сторон угла. Найти длину АВ. 

17. Даны длины Н а и Н ь высот треугольника АВС, 
опущенных из вершин Л и В, и длина I биссектрисы 
угла С. Найти угол С. 

18. Около прямоугольного треугольника описана 
окружность. Другая окружность того же радиуса каса- 
ется катетов этого треугольника, причем одной из 
точек касания является вершина треугольника. Найти 
отношение площади треугольника к площади общей 
части двух данных кругов. 

гз 


19. Окружности радиусов Виг касаются друг 
друга внутренним образом. Найти сторону правильного 
треугольника, одна вершина которого совпадает с точ- 
кой касания, а две другие лежат на разных данных 
окружностях. 

20. Две окружности радиусов В и г(В>г) имеют 
внешнее касание в точке А. Через точку В, взятую 
на большей окружности, проведена прямая линия, 
касающаяся меньшей окружности в точке С Найти 
I ВС |, если | АВ | = а. 

21. Две окружности радиусов В и г(В>г ) имеют 
внутреннее касание в точке А. Через точку В, лежа- 
щую на большей окружности, проведена прямая линия, 
касающаяся меньшей окружности в точке С. Найти 
I ВС |, если | АВ I = а. 


22. Диагонали четырехугольника АВСО пересека- 
ются в точке М, угол между ними равен а. Пусть 
Оі, 0 2 , 0 3 , 0 4 — центры окружностей, описанных соот- 
ветственно около треугольников АВМ, ВСМ, СОМ, 
ОАМ. Определить отношение площадей четырехуголь- 
ников АВСО и 0 1 0 г 0 3 0 і . 

23. В параллелограмме площади 5 проведены биссе- 
ктрисы его внутренних углов. Площадь четырехуголь- 
ника, получившегося при их пересечении, равна С). 
Наити отношение длин сторон параллелограмма. 

24. В треугольнике АВС на стороне АС взята 
точка М, а на стороне ВС- точка N. Отрезки АЫ и 
ВМ пересекаются в точке О. Найти площадь треуголь- 
инка СМ, если площади треугольников ОМА, ОАВ 
и ОВМ соответственно равны 5 Ь 5 2 , 5 3 . 

25. Точка пересечения медиан прямоугольного тре- 
угольника лежит на окружности, вписанной в этот 
треугольник. Найти острые углы треугольника. 

26. Окружность, вписанная в треугольник АВС, 
делит медиану ВМ на три равные части. Найти отно- 
шение сторон \ВС\:\СА |:| АВ\. 

27. В треугольнике АВС перпендикуляр, проходя- 
щий через середину стороны АВ, пересекает прямую 
ЛС в точке М, а перпендикуляр, проходящий через 
середину АС, пересекает прямую АВ в точке N. Извест- 
но, что) МN \ = ) ВС | и прямая МN перпендикулярна 
прямой ВС. Определить углы треугольника АВС 

28. Площадь трапеции АВСО равна 5, отношение 
основании | АО | : | ВС | = 3; на прямой, пересекающей 
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продолжение основания АО за точку О, расположен 
отрезок ЕР так, что АЕ\\ОР, ВЕ\\СР тл\АЕ\:\Г)р\ = 
=1 СЕ і : і ВЕ | = 2. Определить площадь треугольника 
ЕЕО. 

29. Сторона ВС треугольника АВС равна а, радиус 
вписанного круга г. Найти площадь треугольника, 
если вписанный круг касается окружности, построен- 
ной на ВС как на диаметре. 

30. Дан правильный треугольник АВС со сторо- 
ной а, ВО — его высота. На ВО построен второй пра- 
вильный треугольник ВОС г и на высоте ВО х этого 
треугольника — третий правильный треугольник 
Найти радиус окружности, описанной около треуголь- 
ника СС\С 2 . Доказать, что ее центр находится на 
стороне треугольника АВС (С 2 находится вне тре- 
угольника АВС). 

31. Стороны параллелограмма равны а и Ь(афЬ). 
Через вершины тупых углов этого параллелограмма 
проведены прямые, перпендикулярные сторонам. Эти 
прямые при пересечении образуют параллелограмм, 
подобный исходному. Найти косинус острого угла дан- 
ного параллелограмма. 

32. В треугольнике КЬМ проведены биссектрисы 
/ОѴ и ЬР, пересекающиеся в точке ф. Отрезок РЫ 
имеет длину 1, а вершина М лежит на окружности, 
проходящей через точки IV, Р, ф. Найти стороны и 
углы треугольника РУѴС?. 

33. На диагонали АС выпуклого четырехугольника 
АВСО находится центр окружности радиуса г, каса- 
ющейся сторон АВ, АО и ВС. На диагонали ВО 
находится центр окружности такого же радиуса г, 
касающейся сторон ВС, СО и АО. Найти площадь 
четырехугольника АВСО, зная, что указанные окруж- 
ности касаются друг друга внешним образом. 

34. Радиус окружности, описанной около остро- 
угольного треугольника АВС, равен 1. Известно, что 
на этой окружности лежит центр окружности, прохо- 
дящей через вершины А, С и точку пересечения высот 
треугольника АВС. Найти длину стороны АС. 

35. В треугольнике АВС взяты точки М, N и Р: М 
и N -на сторонах АС и ВС, Р-на отрезке МЫ, при- 
чем 

[ АМ | __ | СІѴ і _ ! МР I 
\МС\ ~ \ИВ\ \РЫ\' 
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Найти площадь треугольника АВС, если площади тре- 
угольников АМР и В/ѴР равны Т и С]. 

36. Дана окружность радиуса Р и точка А на 
расстоянии а от ее центра (а>Р). Пусть К- ближай- 
шая к А точка окружности. Секущая, проходящая 
через А, пересекает окружность в точках М и N. 
Найти длину отрезка | ММ если площадь треуголь- 
ника КММ равна 5. 

37. В равнобедренном треугольнике АВС(\АВ\ = 
= | ВС |) через конец Е биссектрисы АЕ проведен 
перпендикуляр к АЕ до пересечения с продолжением 
стороны АС в точке В (С — между А и Р). Известно, 
что \АС\ — 2пг, | ВС | = ш/4. Найти площадь треуголь- 
ника АВС. 

38. Два одинаковых правильных треугольника АВС 
и СОВ со стороной 1 расположены на плоскости так, 

что имеют только одну общую точку С и угол ВСЕ) 
меньше, чем л/3. Точка К — середина АС, точка В — сере- 
дина СЕ, точка М — середина ВО. Площадь треуголь- 
ника КЕМ равна |/3/5. Найти длину отрезка ВО. 

39. Из точки К, расположенной вне окружности 
с центром О, проведены к этой окружности две каса- 
тельные КМ и КМ (М и М точки касания). На хорде 
ММ взята точка С (| МС | < | СМ |). Через точку С 
перпендикулярно к отрезку ОС проведена прямая, пере- 
секающая отрезок NN в точке В. Известно, что радиус 

окружности равен Р, МКК^а, | ЛГС | «== 6. Найти I СВ | 

40. Пятиугольник АВСйЕ вписан в окружность. 
Точки М, <?, N и Р являются основаниями перпенди- 
куляров, опущенных из вершины В соответственно на 
стороны АВ, ВС, СО (или их продолжения) и диаго- 
наль АО. Известно, что \ЕР\ = сі, а отношение пло- 
щади треугольника МС?Е к площади треугольника РМЕ 
равно к. Найти |ВМ|. 

41. Дана прямоугольная трапеция. Известно, что 
некоторая прямая, параллельная основаниям, рассекает 
ее на две трапеции, в каждую из которых можно впи- 
сать окружность. Определить основания исходной тра- 
пеции, если ее боковые стороны равны с и А(сі>с). 

42. На боковых сторонах КЕ и ММ равнобочной 
трапеции /\ ЕММ выбраны соответственно точки Р и <2 
так, что отрезок Рф параллелен основаниям трапеции. 
Известно, что в каждую из трапеций КРС^М и РЕМ& 
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можно вписать окружность и радиусы этих окружно- 
стей равны Р и г соответственно. Определить основания 
\Ш'\ и \КМ\. 

43. В треугольнике АВС, все стороны которого 
различны, биссектриса угла А пересекает сторону ВС 
в точке О. Известно, что \АВ\ — \ ВЭ \ — а, |ЛС| + 
+ |СО| = Ь. Найти | АО \. 

44. Используя результат предыдущей задачи, дока- 
зать, что квадрат длины биссектрисы треугольника 
равен произведению длин сторон, ее заключающих, 
минус произведение отрезков третьей стороны, на кото- 
рые она разделена биссектрисой. 

45. Дана окружность с диаметром АВ. Вторая окруж- 
ность с центром в А пересекает первую окружность в 
точках С и О и диаметр в точке Е. На дуге СЕ, не 
содержащей точки О, взята точка М, отличная отточек 
С и Ё. Луч ВМ пересекает первую окружность в 
точке N. Известно, что |С/Ѵ| = а, |ОЛ/| = &. Найти 
| Л4УѴ |. 

46. В треугольнике АВС угол В равен л/4, угол С 
равен л/6. На медианах ВМ и СМ как на диаметрах 
построены окружности, пересекающиеся в точках Р и <2. 
Хорда РС 1 пересекает сторону ВС в точке О. Найти 
отношение ] ВС | : | йС |. 

47. Пусть АВ — диаметр окружности, О — ее центр, 

! АВ] — 2/?, С — точка на окружности, М — точка на АС. 
Из М опущен перпендикуляр /И/Ѵ на АВ и восставлен 
перпендикуляр к АС, пересекающий окружность в 
точке Ь (отрезок СЬ пересекает АВ). Найти рас- 
стояния между серединой АО и серединой СЬ, если 
| ЛЛ/ 1 = а. 

48. Из вершины А треугольника АВС опущены 
перпендикуляры АМ и АЙ на биссектрисы внешних по 
отношению к В и С углов треугольника. Доказать, 
что длина отрезка МЫ равна полупериметру треуголь- 
ника АВС. 

49. Три окружности проходят через две данные 
точки плоскости каждая. Пусть О и 0 2 , 0 3 — их центры. 
Прямая, проходящая через одну из точек, общую всем 
трем окружностям, вторично пересекает их соответ- 
ственно в точках Аи Аі, А 3 . Доказать, что - | Ф - Ф ■ = 


_ I ОіО а I 
! 0203 | 
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50. Дан треугольник АВС. Касательная к окру- 
жности, описанной около этого треугольника, в точке В 
пересекает прямую АС в точке М. Найти отношение 
| АМ\:\МС\, если \АВ\:\ВС\ = к. 

51. На прямой последовательно расположены точки 
А, В, С и О, причем \АС\ = а\АВ\, |ЛО| = Р|ЛВ|. 
Через А и В проведена произвольная окружность, СМ 
и П)М — две касательные к этой окружности (М и N — 
точки на окружности, лежащие по разные стороны от 
прямой А В). В каком отношении прямая МА! делит 
отрезок АВ ? 

52. АВСО — описанный четырехугольник, длины от- 
резков от А до точек касания равны а, длины отрезков 
от С до точек касания равны Ь. В каком отношении 
диагональ АС делится диагональю ДО? 

53. Точка К лежит на основании АО трапеции 
АВСО, причем \ АК\ = к\ АО\. Найти отношение 
\ АМ\-.\АО\, где М — точка пересечения с АО прямой, 
проходящей через точки пересечения прямых АВ и СО 
и прямых В К и АС. 

Беря к — 1/п, п— 1, 2, 3 получить способ деле- 

ния данного отрезка на п равных частей с помощью 
одной линейки, если дана прямая, ему параллельная. 

54. В прямоугольном треугольнике АВС с гипоте- 
нузой \АВ\ — с на высоте треугольника СО как на 
диаметре построена окружность. Касательные к этой 
окружности, проходящие через точки А и В, касаются 
ее в точках М и N и пересекаются при продолжении 
в точке К- Найти \МК\. 

55. На сторонах АВ, ВС и СА третгольника АВС 
взяты точки С и А х и В х так, что \.АС Х | : | С г В \ = 
= | ВА Х ) : | А Х С | = | СВі | : | В Х А | = к. На сторонах А х В х , 
В Х С Х и СіАі взяты точки Л 2 , В 2 и С 2 так, что 
| Л Х С 2 1 : ! С 2 Д I = I В х А 2 ! : | Л 2 С, | = | С Х В 2 1 : | В 2 А Х \ = 1/к. 
Доказать, что Д А 2 В 2 С 2 подобен ДЛ^С,, и найти 
коэффициент подобия. 

56. В треугольнике АВС даны О и г — радиусы 
описанной и вписанной окружностей. Пусть Л ь В ъ 
Сх — точки пересечения биссектрис треугольника АВС 
с описанной окружностью. Найти отношение площадей 
треугольников АВС и Л^Сі. 

57. Имеются два треугольника с соответственно 
параллельными сторонами и площадями и 8 2 , при- 
чем один из них вписан в треугольник АВС, а другой 
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около него описан. Найти площадь треугольника 
АВС. 

58. Определить величину угла А треугольника АВС, 
если известно, что биссектриса этого угла перпендику- 
лярна прямой, Проходящей через точку пересечения вы- 
сот и центр описанной окружности этого треугольника. 

59. Найти углы треугольника, если известно, что 
расстояние между центром описанного круга и точкой 
пересечения высот вдвое меньше наибольшей стороны 
и равно наименьшей стороне. 

60. Дан Д АВС. На луче В А возьмем точку О так, 
что \ ВО\ = \ВА\-\-\АС\. Пусть К и М — две точки на 
лучах В А и ВС соответственно таких, что площадь 

&Врм равна площади ДВС/С. Найти ВКМ, если 
ВАС = а. 

61. В трапеции АВСИ боковая сторона АВ перпен- 
дикулярна ЛО и ВС, причем | АВ | = У~АО \ • | ВС |. 
Пусть Е — точка пересечения непараллельных сторон 
трапеции, О — точка пересечения диагоналей, Л1— сере- 
дина АВ. Найти ЕОМ. 

62. На плоскости даны две прямые, пересекающиеся 
в точке О, и две точки А и В. Обозначим осно- 
вания перпендикуляров, опущенных из А на данные 
прямые, через М и іѴ, а основания перпендикуляров, 
опущенных из В, — через К и Е. Найти угол между 

прямыми ММ и ЛХ, если ЛОВ = а <90°. 

63. Две окружности касаются друг друга внутрен- 
ним образом в точке А. Из центра большей окружности 
проведен радиус ОВ, касающийся меньшей в точке С. 

Наити ДЛС. 

64. Внутри квадрата ЛВСО взята точка М так, 
что МАВ = 60°, МСЕ> =15°. Найти МВС. 

65. В треугольнике АВС с углом ^АВС = 60° бис- 
сектриса угла Л пересекает ВС в точке М. На стороне 

АС взята точка К так, что ЛМД = 30°. Найти ОКС, 
где О — центр окружности, описанной около треуголь- 
ника АМС. 

^66. Дан треугольник АВС, причем \АВ\ — \АС\, 
В АС = 80°. Внутри треугольника взята точка М такая, 
что А15С=30°, МСВ=10°. Найти АМС. 
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67 . В треугольнике ЛВС даны ЛВС =100°, АСВ ■= 
= 65°. На АВ взята точка М так, что МСВ = 55°, 
а на АС — точка N так, что ЛЧЗС = 80°. Найти 7І/МС. 

68. В треугольнике АВС дано ; ЛВ = | ВС!,^ЛВС = 
= 20 °; на ЛВ взята точка М так, что МСА — 60°; на 
стороне СВ — точка N так, что Л/ ЛС = 50°. Найти ММА. 

69 . В треугольнике АВС даны АВС — 70°, ЛСВ — 
= 50 °. На АВ взята точка М так, что МСВ — 40°, 

а на ЛС — точка N так, что N56' = 50°. Найти ЙМС. 

70 . Пусть М и N — точки касания вписанной окруж- 
ности со сторонами ВС и ВА треугольника АВС, 
К — точка пересечения биссектрисы угла Л с прямой 

МN. Доказать, что АКС = СО 0 . 

71 . В выпуклом шестиугольнике ЛВСДВВ, в кото- 
ром | ЛВ [ = ) ВС |, |СД| — | ДВ |, | ЕЕ = і Р Л |, известны 

В — а, Д = р, В = у. Определить углы треугольника 
ВДВ, если а + р + у = 2я. 

72 . Пусть Р и <2 — такие две различные точЛі окруж- 
ности, описанной около треугольника ЛВС, что |РЛ | г = 
= |РВ|-[РС|, |СЛ | г = |<2В | • | (}С | (одна из точек — на 

дуге ^Л В, другая — на дуге ЛС). Найти разность РАВ — 

— ( ?ЛС , если разность углов В и С треугольника ЛВС 
равна а. 

73 . На данной окружности взяты две фиксирован- 
ные точки А и В, АВ = а. Произвольная окружность 
проходит через точки Л и В. Через Л также прове- 
дена произвольная прямая I, вторично пересекающая 
окружности в точках С и Ь (С — на данной окруж- 
ности). Касательные к окружностям в точках С и О 
(С и Д — точки касания) пересекаются в точке Мі 
(V — точка на I такая, что |СЛЧ = !ЛД|, ' ^N \ = \С А\. 

Какие значения может принимать С ММ? 

74. Доказать, что если в треугольнике один угол 
равен 120°, то треугольник, образованный основани- 
ями его биссектрис, — прямоугольный. 

75 . В четырехугольнике ЛВСД дано б^АВ— 150 ®, 
ДЛС + АВД = 120 °, ДВС - ЛВД = 60 °. Найти ВДС. 
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76. На стороне СВ треугольника АВС взята точка О 

такая, что |СП| = а | АС \. Радиус окружности, описан- 
ной около Д АВС, равен Я- Найти расстояние между 
центром окружности, описанной около Д АВС, и цент- 
ром окружности, описанной около Д АЯВ. ^ 

77. Около прямоугольного треугольника АВС (С = 
= 90°) описана окружность. Пусть СО — высота тре- 
угольника. Окружность с центром в О проходит через 

середину дуги АВ и пересекает АВ в точке М. Найти 
| СМ |, если | АВ ] — с. 

78. Найти периметр треугольника АВС, если | ВС | = 
= а и отрезок прямой, касательной к вписанному 
кругу и параллельной ВС, заключенный внутри тре- 
угольника, равен Ь. 

79. В треугольнике проведены три прямые, парал- 
лельные его сторонам и касающиеся вписанной окруж- 
ности. Они отсекают от данного три треугольника. 
Радиусы окружностей, описанных около них, равны 
Я и Я 2 , Яз- Найти радиус окружности, описанной 
около данного треугольника. 

80. В окружности радиуса Я проведены две хорды 
АВ и АС. На АВ или на ее продолжении взята 
точка М, расстояние от которой до прямой АС равно 
| АС |. Аналогично, на АС или на продолжении взята 
точка Я, расстояние от которой до прямой АВ равно 
| АВ). Найти \МЯ\. 

81. Дана окружность радиуса Я с центром О. 
Две другие окружности касаются данной изнутри 
и пересекаются в точках А и В. Найти сумму радиу- 
сов двух последних окружностей, если известно, что 

ОЛВ = 90°. 

82. В круге радиуса Я проведены две пересекаю- 
щиеся перпендикулярные между собой хорды. 

а) Найти сумму квадратов четырех отрезков этих 
хорд, на которые они делятся точкой пересече- 
ния. 

б) Найти сумму квадратов длин хорд, есди рас- 
стояние от центра круга до их точки пересечения 
равно й. 

83. Даны две концентрические окружности радиу- 
сов г и Я (г<Я). Через некоторую точку Р мень- 
шей окружности проведена прямая, пересекающая 
большую окружность в точках В к С. Перпендикуляр 
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к ВС в точке Р пересекает меньшую окружность 
в точке Л. Найти | РА | 2 + 1 РВ | 2 + 1 РС | 2 . 

84. В полукруге из концов диаметра проведены 
две пересекающиеся хорды. Доказать, что сумма 
произведений отрезка каждой хорды, примыкающего 
к диаметру, на всю хорду равна квадрату диаметра. 

85. Пусть а, Ь, с и Л — длины сторон вписанного 
четырехугольника (а и с — противоположные стороны), 
Н а , къ> Ь с и На — расстояния от центра описанного 
круга до соответствующих сторон. Доказать, что если 
центр круга — внутри четырехугольника, то аН с -\-сН а — 
= Ыі гі -\- Нк ь . 

86. Противоположные стороны четырехугольника, 
вписанного в окружность, пересекаются в точках Р 
и <?. Найти длину отрезка |Вф|, если касательные 
к окружности, проведенные из Р и С}, равны а и Ь. 

87. В окружность радиуса Р вписан четырехуголь- 
ник. Пусть Р, <2 и М — соответственно точки пересе- 
чения диагоналей этого четырехугольника и продол- 
жений противоположных сторон. Найти стороны тре- 
угольника РСІМ, если расстояния от Р, @ и М до 
центра окружности равны а, Ь и с. 

88. Четырехугольник ЛВСО описан около окруж- 
ности. Точка касания окружности со стороной АВ 
делит эту сторону на отрезки а и Ь, а точка касания 
окружности со стороной АО делит ее на отрезки а и с. 
В каких пределах может меняться радиус окружности? 

89. Окружность радиуса г касается изнутри окруж- 
ности радиуса Р. А— точка касания. Прямая, перпен- 
дикулярная линии центров, пересекает одну окруж- 
ность в точке В, другую — в точке С. Найти радиус 
окружности, описанной около треугольника АВС. 

90. Две окружности радиусов Риг пересекаются, 
Л — одна из точек пересечения. ВС — общая касатель- 
ная (В и С — точки касания). Найти радиус окруж- 
ности, описанной около треугольника ЛВС. 

91. В четырехугольнике ЛВСО даны |ЛВ| = ц, 
\АО\ = Ь; стороны ВС, СО и АО касаются некоторой 
окружности, центр которой находится в середине АВ. 
Найти сторону | ВС | . 

92. Во вписанном четырехугольнике ЛВСВ даны 
1 ЛВ| = а, \АО\ = Ь, а>Ь. Найти сторону |ВС|, если 
известно, что ВС, СО и АО касаются некоторой 
окружности, центр которой находится на АВ. 
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93. Дан равнобедренный треугольник ЛВС, |ЛВІ = 
= \ВС\, АГ) — биссектриса. Перпендикуляр, восстав- 
ленный к Ай в точке Б, пересекает продолжение АС 
в точке В; основания перпендикуляров, опущенных 
из В и П на АС, — М и N. Найти | М№ |, если | АЕ | = а. 

94. Из точки А под углом а выходят два луча. 
На одном луче взяты две точки В и В ь а на дру- 
гом— С и С\. Найти длину общей хорды окружностей, 
описанных около треугольников АВС и ЛВіС, если 
\АВ\-\АС\ = \АВ і \-\АС 1 \ = а. 

95. Пусть О — центр окружности, С — точка на 
окружности, М — середина ОС. Л и В — точки на окруж- 
ности такие, что АМО = ВМС; А и В лежат по одну 
сторону от прямой ОС. Найти ІЛВ 1 , если | АМ I — 
— \ВМ | = а. 

96. Л, В и С — три точки на одной прямой. На Л В, 
ВС и АС как на диаметрах построены три полукруга 
по одну сторону от прямой. Центр окружности, каса- 
ющейся всех трех полукругов, находится на расстоя- 
нии Л от прямой АС. Найти радиус этой окружности. 

97. В окружности радиуса Я дана хорда ЛВ. Пусть 
М — произвольная точка окружности. На луче МА 
отложим отрезок МN , |АШ| = Д, а на луче МВ — 
отрезок МК, равный расстоянию от М до точки 
пересечения высот треугольника МАВ. Найти | Л/ - /< ( , 
если меньшая из дуг, стягиваемых ЛВ, равна 2а. 

98. Высота, опущенная из вершины прямого угла 
прямоугольного треугольника на гипотенузу, делит 
треугольник на два треугольника, в каждый из кото- 
рых вписана окружность. Определить углы и площадь 
треугольника, образованного катетами исходного тре- 
угольника и прямой, проходящей через центры окруж- 
ностей, если высота исходного треугольника равна Н. 

99. Высота прямоугольного треугольника, опущен- 
ная на гипотенузу, равна Н. Доказать, что вершины 
острых углов треугольника и проекции основания 
высоты на катеты лежат на одной окружности. Опре- 
делить длину хорды, высекаемой на прямой, содержа- 
щей высоту, этой окружностью, и отрезки хорды, на 
которые сна делится гипотенузой. 

100. Окружность радиуса Д касается прямой I 
в точке Л, ЛВ — диаметр этой окружности, ВС — про- 
извольная хорда. Пусть О — основание перпендику- 
ляра, опущенного из С на ЛВ. Точка Е лежит на 
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продолжении СИ за точку И, причем \ЕО\ — \ВС\. 
Касательные к окружности, проходящие через Е, пе- 
ресекают прямую в точках /С и N. Найти длину 
отрезка | NN |. 

101. Через центр правильного я-угольника, вписан- 
ного в единичную окружность, проведена прямая. 
Найти сумму квадратов расстояний до этой прямой 
от вершин я-угольника. 

102. Найти сумму квадратов расстояний от точек 
касания вписанной в данный треугольник окружности 
с его сторонами до центра описанной, если радиус 
вписанной окружности равен г, радиус описанной Я. 

103. Доказать, что основания перпендикуляров, 
опущенных из точки пересечения диагоналей вписан- 
ного четырехугольника на его стороны, являются вер- 
шинами четырехугольника, в который можно вписать 
окружность. Найти радиус этой окружности, если 
известны радиус данной окружности Я, расстояние от 
ее центра до точки пересечения диагоналей й, а диа- 
гонали вписанного четырехугольника перпендикулярны. 

104. Диагонали вписанного четырехугольника пер- 
пендикулярны. Доказать, что середины его сторон 
и основания перпендикуляров, опущенных на стороны 
Из точки пересечения диагоналей, лежат на одной 
окружности. Найти радиус этой окружности, если 
радиус данной окружности Я, а расстояние от ее 
центра до точки пересечения диагоналей четырехуголь- 
ников й. 

105. Доказать, что если четырехугольник вписан 
в окружность радиуса Я, одновременно описан около 
окружности радиуса г, причем расстояние между 
центрами этих окружностей равно й, то выполняется 
соотношение 

! Р — -і— - 1 

(К+Ф 2 т (Я-ф* ~ г»' 

При этом существует бесконечно много четырехуголь- 
ников, одновременно вписанных в большую окружность 
и описанных около меньшей окружности. (В качестве 
одной из вершин можно взять любую точку большей 
окружности.) 

106. а) К данной окружности проведены две каса- 
тельные. Пусть А и В — точки касания, а С — точка 
пересечения касательных. Проведем произвольную пря- 

34 


мую /, касающуюся данной окружности, не проходя- 
щую через А и В. Пусть и и ѵ — расстояния до I от А 


и В, т- расстояние до I от С. Найти если АСВ 


■- <х. 


б) Вокруг окружности описан многоугольник. Пусть 
/ — произвольная прямая, касающаяся окружности и не 
совпадающая ни с одной из сторон многоугольника, 
доказать, что отношение произведения расстояний 
от вершин многоугольника до / к произведению рассто- 
янии от точек касания сторон многоугольника с окруж- 
ностью до / не зависит от положения прямой I. 

в) Пусть А Л А 2 . . . А 2 „ — описанный около окружности 

гп- угольник, / — произвольная касательная к окруж- 
ности. Доказать, что произведение расстояний до I 
от вершин с нечетными номерами и произведение рас- 
стояний до / от вершин с четными номерами находятся 
в постоянном отношении, не зависящем от / (предпо- 
лагается, что I не содержит вершин многоугольника). 
,' 07 * , В “ Л У КЛ0М четырехугольнике АВСй даны 

\АВ | = а, | Ай\ = Ь % \ВС\ = р — а, \ОС\ = р-Ь. Пусть 
С» -точка пересечения диагоналей. Обозначим через а 

угол ВАС. К чему стремится длина АО, если а стре- 
мится к нулю? в 

§ 2. Задачи на доказательство 

108. Доказать, что если одна сторона тре- 
угольника лежит на фиксированной прямой плоскости 
а точка пересечения высот совпадает с фиксированной 
точкой, то окружность, описанная около этого тре- 
угольника, также проходит через фиксированную точку. 

109. Доказать, что описанный многоугольник все 
стороны которого равны, является правильным, если 
йисло сторон нечетно. 

ПО. В треугольнике АВС проведена высота ВО 
Л.Ѵ — перпендикуляр к АВ, СМ — перпендикуляр к ВС, 
причем |ЛіѴ| = |ПС], \СМ\ = \АО. Доказать, что М 
и N равноудалены от вершины В. 

111. Дан четырехугольник АВСЮ. На прямых АС 
и ДО взяты точки К и М так, что В К параллельна АО, 
АМ параллельна ВС. Доказать, что КМ парал- 
лельна Сі/, 

проведена биссектриса внутреннего 
угла АО. Построим касательную I к описанному кругу 
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в точке А. Доказать, что прямая, проведенная через О 
параллельно I, касается вписанной окружности. 

113. В треугольнике АВС проведена прямая, пере- 
секающая стороны АС и ВС в точках М и /V так, что 
| ММ | = | АМ | + 1 ВМ |. Доказать, что все такие прямые 
касаются одной и той же окружности. 

114. Доказать, что точки, симметричные центру 
описанного около треугольника круга относительно 
середин его медиан, лежат на высотах треугольника^ 

115. Доказать, что если высота треугольника в У 2 
раз больше радиуса описанного круга, то прямая, сое- 
диняющая основания перпендикуляров, опущенных из 
основания этой высоты на стороны, ее заключающие, 
проходит через центр описанного круга. 

116. Пусть АВС — прямоугольный треугольник 
(С = 90°), СО — высота, /( — точка плоскости, для кото- 
рой \АК \ — \АС\. Доказать, что диаметр окружности, 
описанной около Д АВК., проходящий через вершину А, 
перпендикулярен прямой Е>К. 

117. Через вершину А треугольника АВС прове- 
дена прямая параллельно ВС, на этой прямой взята 
точка б так, что | АО | = | ЛС| + | ВА |; отрезок ОБ пе- 
ресекает сторону АС в точке Е. Доказать, что пря- 
мая, проведенная через Е параллельно ВС, проходит 
через центр вписанной в Д АВС окружности. 

118. Две окружности проходят через вершину угла 
и точку, лежащую на биссектрисе. Доказать, что от- 
резки сторон угла, заключенные между окружностями, 
равны. 

119. Пусть Е — произвольная точка на стороне АС 
треугольника АВС. Через вершину В проведем произ- 
вольную прямую I. Прямая, проходящая через Е па- 
раллельно ВС, пересекает I в точке /V, а прямая, 
параллельная АВ, — в точке М. Доказать, что АN 
параллельна СМ. 

120. На противоположных сторонах ВС и О Л 
выпуклого четырехугольника взяты точки М и N так, 
что 


! ВМ I I АЫ I | АВ\ 

I МС ! I Л/О I І СО I • 

Доказать, что прямая МуѴ параллельна биссектрисе угла, 
образованного сторонами АВ и СИ. 
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121. Диагонали разбивают выпуклый четырехуголь- 
ник на четыре треугольника. Радиусы окружностей, 
вписанных в эти треугольники, равны. Доказать, что 
данный четырехугольник — ромб. 

122. Диагонали четырехугольника разбивают его на 
четыре треугольника равного периметра. Доказать, что 
данный четырехугольник — ромб. 

123. О четырехугольнике Л ВСЯ известно, что ради- 
усы окружностей, вписанных в треугольники АВС, 
ВС О, СИ А, Я Л В, равны между собой. Доказать, что 
АВСО — прямоугольник. 

124. Дан прямоугольный треугольник АВС, угол С — 
прямой, О — центр вписанной окружности, М — точка 
касания вписанной окружности с гипотенузой, окруж- 
ность с центром в М, проходящая через О, пересека- 
ется с биссектрисами углов Л и В в точках К и В, 
отличных от О. Доказать, что К и В — центры окруж- 
ностей, вписанных в треугольники ЛСЯ и ВСЯ, где 
СО — высота треугольника АВС. 

125. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС 
во внешнюю сторону построены квадраты ВСОЕ, АСРС, 
В АН К. Пусть ВСЯф и ЕВКР — параллелограммы. До- 
казать, что треугольник АР® — равнобедренный пря- 
моугольный. 

126. А ВСО — прямоугольник, В — точка на ВС, Р — 
на ОС, Вх — середина ЛЯ, Вх — середина АР. Доказать, 
что если А АЕР правильный, то и треугольники ОЕ х С 
и ВР Х С также правильные. 

127. Четырехугольник АВСО вписан в окружность. 
Пусть Ох, 0„ 0 3 , 0 4 — центры окружностей, вписанных 
в треугольники АВС, ВСО, СОЛ, ЯЛ В, а Н и Я 2 , Я 3 , 
Я 4 — точки пересечения высот тех же треугольников. 
Доказать, что 0х0 2 0з04 — прямоугольник, а четырех- 
угольник Ях# 2 Я 3 Я 4 равен четырехугольнику АВСО. 

128. Дан треугольник ЛВС, О — произвольная точка 
плоскости. Доказать, что точки пересечения высот тре- 
угольников ЛВЯ, ВСО, СЛО являются вершинами 
треугольника, равновеликого данному. 

129. Две окружности пересекаются в точках Л и В. 
Произвольная прямая проходит через В и вторично 
пересекает первую окружность в С, вторую — в О. 
Касательные к первой окружности в С, а ко второй 
в О пересекаются в точке М. Через точку пересече- 
ния АМ и СО проходит прямая, параллельная СМ, 
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пересекающая АС в точке К. Доказать, что КВ каса- 
ется второй окружности. 

130. На катетах АС и ВС прямоугольного треуголь- 
ника во внешнюю сторону построены квадраты АСКЬ 
и ВСМИ. Доказать, что четырехугольник, ограничен- 
ный катетами и прямыми ЬВ и КА, равновелик тре- 
угольнику, образованному прямыми ЬВ, МА и гипо- 
тенузой АВ. 

131. Стороны выпуклого четырехугольника разде- 
лены на (2п + 1) равных частей каждая. Соответствую- 
щие точки деления противоположных сторон соединены 
друг с другом. Доказать, что площадь центрального 
четырехугольника составляет 1/(2я+1) 2 часть площа- 
ди всего четырехугольника. 

132. Прямая, проходящая через середины диагона- 
лей АС и ВО четырехугольника АВСО, пересекает 
стороны АВ и ДС в точках М и N. Доказать, что 
5осл! = $лкв- 

133. В параллелограмме АВСО вершины А, В, С 
и О соединены с серединами сторон СО, ЛД, АВ и ВС. 
Доказать, что площадь четырехугольника, образован- 
ного этими прямыми, составляет 1/5 площади паралле- 
лограмма. 

134. Доказать, что площадь восьмиугольника, обра- 
зованного прямыми, соединяющими вершины паралле- 
лограмма с серединами противоположных сторон, равна 
1/6 площади параллелограмма. 

135. На сторонах АС и ВС треугольника АВС во 

уі^пг 1010 СТ0 Р 0Н У построены два параллелограмма 
АСОЕ и ВСРС. Продолжения ОЕ и РО пересекаются 
в КѲ стороне АВ построен параллелограмм 

АВМЬ, стороны АЬ и ВМ которого равны и парал- 
лельны НС. Доказать, что параллелограмм АВМЬ равно- 
велик сумме параллелограммов, построенных на АС 
и ВС. 

136. Через концы меньшего основания трапеции 
проведены две параллельные прямые, пересекающие 
большее основание. Диагонали трапеции и эти прямые 
разделили трапецию на семь треугольников и один 
пятиугольник. Доказать, что сумма площадей трех тре- 
угольников, прилежащих к боковым сторонам и меньше- 
му основанию трапеции, равна площади пятиугольника. 

137. Пусть АВСО — параллелограмм, Е лежит на 
прямой АВ, Р — на прямой ЛД (В — на отрезке АЕ, 
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п грезке Ар )> К - точка пересечения прямых ЕЙ 
и і-ь. Доказать, что четырехугольники АВКИ и СЕКР 
равновелики. 

138. Дан треугольник АВС. На лучах АВ и СВ 
откладываются отрезки \ АК\ — \СМ\ = \ АС\. Дока- 
зать, что радиус окружности, описанной около Д ВКМ 
равен расстоянию между центрами вписанной и описан- 
ной окружностей А АВС, а прямая КМ перпендику- 
лярна прямой, соединяющей центры вписанной и опи- 
санной окружностей. 

139. Через вершину треугольника проведена пря- 
мая, перпендикулярная прямой, соединяющей центры 
вписанной и описанной окружностей. Доказать, что 
эта прямая со сторонами данного треугольника обра- 
зует два треугольника, для которых разность радиусов 
описанных окружностей равна расстоянию между цент- 
рами вписанной и описанной окружностей исходного 
треугольника. 

140. Пусть Р, ф и М — соответственно точки пере- 
сечения диагоналей вписанного четырехугольника и 
продолжений его противоположных сторон. Доказать 
что точка пересечения высот треугольника Р()М совпа- 
дает с центром окружности, описанной около данного 
четырехугольника (Брокар). 

141. Доказать, что если в четырехугольник можно 
вписать окружность, то: а) окружности, вписанные в 
два треугольника, на которые данный четырехугольник 
разбивается диагональю, касаются друг друга; б) точки 
касания этих окружностей со сторонами четырехуголь- 
ника являются вершинами вписанного четырехугольника 

142. Доказать, что если АВСй — вписанный четы- 
рехугольник, то сумма радиусов окружностей, вписан- 
ных в треугольники АВС и АСй, равна сумме радиу- 
сов окружностей, вписанных в треугольники ВСИ и 
ВО А. 

1.43. АВС равнобедренный треугольник (| АВ | = 
= \ВС і), ВО -его высота. Круг радиуса ВО катится 
по прямой АС. Доказать, что, пока вершина В находится 
внутри круга, дуга окружности, расположенная внутри 
треугольника, имеет постоянную длину, 

144. По двум пересекающимся прямым с равными 
скоростями движутся две точки. Доказать, что най- 
дется такая фиксированная точка плоскости, которая 
во все моменты времени от них равноудалена. 
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145. Два велосипедиста едут по двум пересекаю- 
щимся окружностям. Каждый едет по своей окружно- 
сти с постоянной скоростью. Выехав одновременно из 
одной точки, где пересекаются окружности и сделав по 
одному обороту, велосипедисты вновь встретились в 
этой точке. Доказать, что существует такая неподвиж- 
ная точка, расстояния от которой до велосипедистов все 
время одинаковы, если они едут: а) в одном направле- 
нии (по часовой стрелке); б) в разных направлениях. 

146. Доказать, что если из произвольной точки 
окружности опустить перпендикуляры на стороны впи- 
санного 2/г-угольника, то произведения длин этих пер- 
пендикуляров через один будут равны. 

147. Пусть ЛхЛо... А п — вписанный многоугольник; 
центр окружности находится внутри многоугольника. 
Система окружностей касается данной изнутри в точ- 
ках Лі, Л 2 , .... Л„, причем одна из точек пересечения 
двух соседних окружностей лежит на соответствую- 
щей стороне многоугольника. Доказать, что если п 
нечетно, то все окружности имеют равные радиусы. 
Длина внешней границы объединения вписанных окруж- 
ностей равна длине данной окружности. 

148. Доказать, что если длины сторон треуголь- 
ника образуют арифметическую прогрессию, то: 

а) радиус вписанного круга равен 1/3 высоты, опу- 
щенной на среднюю сторону; 

б) прямая, соединяющая центр тяжести треуголь- 
ника с центром вписанного круга, параллельна сред- 
ней стороне; 

в) биссектриса внутреннего угла, противолежащего 
средней стороне, перпендикулярна прямой, соединяю- 
щей центры вписанного и описанного кругов; 

г) для всех точек этой биссектрисы сумма расстоя- 
ний до сторон треугольника постоянна; 

д) центр вписанной окружности, середины наиболь- 
шей и наименьшей сторон и вершина угла, ими обра- 
зованного, лежат на одной окружности. 

149. Теорема Бретщнейдера (теорема коси- 
нусов для четырехугольника). Пусть а, Ь, с, — после- 
довательные длины сторон четырёхугольника, т и п — 
длины его диагоналей, А и О— величины двух проти- 
воположных углов. Тогда выполняется соотношение 

т 2 п 2 — а 2 с 2 -г Ь 2 <1 2 — 2 аЬсй со$ (Л 4- С). 
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150 . Теорема Птолемея. Пусть а, Ь, с, й — 
последовательные длины сторон вписанного четырех- 
угольника, а т и п — длины его диагоналей. Доказать, 
что тп=ис-\-Ы. 

151 . Доказать, что если АВС — правильный тре- 
угольник, М — произвольная точка плоскости, не лежа- 
щая на окружности, описанной около АВС, то суще- 
ствует треугольник, длины сторон которого равны | МА |, 
\МВ\ и \МС\ (теорема Помпею). Найдите угол 
Этого треугольника, лежащий против стороны, рав- 
ней \МВ\, если АМС = а. 

152 . Рассмотрим окружность, в которую воисан 
правильный (2«+ 1)-угольник А г А 2 . . . А іп + 1 . Пусть А — 
произвольная точка дуги АіА 2п+1 . 

а) Доказать, что сумма расстояний от А до вер- 
шин с четными номерами равна сумме расстояний от А 
до вершин с нечетными номерами. 

б) Построим равные окружности, касающиеся дан- 
ной одинаковым образом в точках А г , А 2 , ..., А 2п + 1 . 
Доказать, что сумма длин касательных, проведенных 
из А к окружностям, касающимся данной в. вершинах 
с четными номерами, равна сумме длин касательных, про- 
веденных к окружностям, касающимся данной в вер- 
шинах с нечетными номерами. 

153 . Теорема Лейбница. Пусть М — произ- 
вольная точка плоскости, О — центр тяжести треуголь- 
ника АВС. Тогда выполняется равенство 

3 ; МО р = | М А I 2 + 1 МВ і 2 + 1 МС | 2 - 

-ѴзО АВ\*+\ВС | 2 + | СА | а ). 

154 . Пусть ЛВС — правильный треугольник со сто- 
роной а, М — некоторая точка плоскости, находящаяся 
на расстоянии сі от центра треугольника АВС. Дока- 
зать, что площадь треугольника, стороны которого 
равны отрезкам \МА\, \МВ\, \МС\, выражается фор- 
мулой 5 = ^||а 2 — Зй 2 |. 

155 . Продолжения сторон АВ и БС выпуклого 
четырехугольника АВСО пересекаются в точке К, а 
продолжения сторон АО и ВС — в точке і, причем 
отрезки ВЬ и ОК пересекаются. Доказать, что если 
выполняется одно из трех соотношениц \АВ\-\-\СО\ = 

= \ВС\ + \АО\, \ВК\ + \ВЬ\^\ОК\ + \ОЬ\, \АК\ + 
Д 1 СІ| = і Аі | Д ) С К і, то выполняются и два других. 
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156. Продолжения сторон АВ и ИС выпуклого 
четырехугольника АВСй пересекаются в точке К, а 
продолжения сторон ЛД и ВС- в точке I, причем 
отрезки ВВ и ОК пересекаются. Доказать, что если 
выполняется одно из трех соотношений |ЛЦ|-}-|ДС| = 
= |ЛД| + |СВ|, ІЛ/СІН-ІСЯІН АС\ + \СС\, \вк\+ 
4- 1 О К | = | В В | -}-) |, то выполняются и два других. 

157. Пусть 5 — площадь данного треугольника, Д — 
радиус описанного около него круга. Пусть, далее, 
5' — площадь треугольника, образованного основаниями 
перпендикуляров, опущенных на стороны данного тре- 
угольника из точки, удаленной от центра описанного 
круга на расстояние Л. Доказать, что 



{Эйлер). 


158. Дан произвольный треугольник АВС. На его 
сторонах как на основаниях вне его построены три 
равнобедренных треугольника АКБ, ВВС, СМ А с углами 
при вершинах К, В и М, равными а, р и у, а + Р4-у= 
= 2л. Такие же равнобедренные треугольники АК х В, 
ВВіС, СМ Х А построены внутрь треугольника АВС. 
Доказать, что углы каждого из треугольников КВМ и 

К Х В 1 М 1 равны у, ■?- , У-. 

159. На сторонах четырехугольника во внешнюю 
сторону построены квадраты. Доказать, что отрезки, 
соединяющие центры противоположных квадратов, равны 
по длине и взаимно перпендикулярны. 

160. Дан произвольный треугольник. На его сто- 
ронах вовне построены равносторонние треугольники, 
центры которых служат вершинами треугольника Д. 
Центры равносторонних треугольников, построенных на 
сторонах исходного внутрь его, служат вершинами дру- 
гого треугольника б. Доказать, что: 

а) треугольники Д и б равносторонние; 

б) центры треугольников Д и б совпадают с центром 
тяжести исходного; 

в) разность площадей треугольников Д и б равна 
площади исходного. 

161. Дан произвольный треугольник АВС. На прямой, 
проходящей через вершину А и перпендикулярной сто- 
роне ВС, взяты две точки А х и Л 2 так, что | АА Х \= 
= |ЛЛ 8 | = !ВС| (Лі ближе к прямой ВС, чем Л*). 




Аналогично, на прямой, перпендикулярной АС и про- 
ходящей через В, взяты точки В г и В 2 так, что 
ВВ 1 1 = | ВВі | — | АС |. Доказать, что отрезки и 

А 2 В 1 равны по длине и взаимно перпендикулярны. 

162. Доказать, что середины сторон треугольника, 
основания высот и середины отрезков высот от вершин 
до точки их пересечения лежат на одной окружности — 
«окружности девяти точек» (Эйлер). 

163. Пусть Н — точка пересечения высот треуголь- 
ника, Д — середина какой-либо стороны, К — одна из 
точек пересечения прямой НЭ с описанной окруж- 
ностью (Д- между Н и К). Доказать, что Д- сере- 
дина отрезка НК. 

164. Пусть М — точка пересечения медиан треуголь- 
ника, Е — основание какой-либо высоты, Г — одна из 
точек пересечения прямой МЕ сописанной окружностью 
(М- между Е и Р). Доказать, что \РМ\=2\ЕМ\. 

В задачах 165—168 а, Ь и с обозначают длины сто- 
рон треугольника, р — полупериметр, К — радиус описан- 
ного круга, г — радиус вписанного круга. 

165. Доказать следующее соотношение: 

а 2 + Ь 2 + с 2 = 2 р 2 - 2 г 2 - 8 Кг. 

166. Доказать, что квадрат расстояния между 
центром тяжести и центром описанного круга треуголь- 
ника равен К 2 — — [ + ь *+ с2 ' 

167. Доказать, что квадрат расстояния между центром 
тяжести треугольника и центром вписанного круга 

равен (р 2 + 5г 2 — 1 6 Кг) . 

168. Пусть й — расстояние между центрами вписанной 
и описанной окружностей треугольника. Доказать, что 

й 2 = К 2 — 2 Кг (Эйлер) . 

169. Доказать, что окружность девяти точек (см. 
задачу 162) касается вписанной в треугольник окруж- 
ности (Фейербах). 

§ 3. Геометрические места точек. Принад- 
лежность точек прямым и окружностям 

170. Даны две точки А х\ В . Доказать, что 
множество точек М таких , что | А М | 2 - 1 МВ ( 2 = к (где 
данное число), есть прямая, перпендикулярная АВ. 
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171. Пусть расстояния от некоторой точки М до 
вершин А, В и С треугольника АВС выражаются чис- 
лами а, Ь и с. Доказать, что ни при каком й^=0 ни 
для одной точки плоскости расстояния до вершин в том 
же порядке не могут выражаться числами ]/а 2 + й, 

ѴЬ г + Л> Ѵ~^+й. 

172. Доказать, что для того, чтобы перпендикуляры, 
опущенные из точек А ъ В ь Сі на стороны ВС, СА и 
АВ треугольника АВС, пересекались в одной точке, 
необходимо и достаточно, чтобы 

| Л Х В і 2 - і ВСх I 2 + | С, А | 2 -\АВ 1 \’- + \ В,С | 2 - 1 С А, | 2 = 0. 

173. Доказать, что если перпендикуляры, опущенные 
из точек А 1г В и С х на прямые ВС, С А и АВ "соответ- 
ственно, пересекаются в одной точке, то и перпендику- 
ляры, опущенные из точек Л, В и С на прямые В Х С Ъ 
С г Аі и АіВ 1г также пересекаются в одной точке. 

174. Дан четырехугольник ЛВСО. Пусть А,, В х и Се- 
точки пересечения высот треугольников ВС О, АС О 
и ЛВД. Доказать, что перпендикуляры, опущенные из 
А, В и С на прямые В Х С і, С Х А Х и А Х В Х соответственно, 
пересекаются в одной точке. 

175. Даны две точки А и В. Доказать, что множе- 
ство точек М таких, что к | А М | 2 + / 1 ВМ | 2 = сі (к, I, й ~ 
данные числа, к-\-1ф 0), есть или окружность с центром 
на прямой. АВ, или точка, или пустое множество. 

176. Пусть Аі, Л 2 , ... ,А п — фиксированные точки, к х , 

ко, ..., — данные числа. Тогда множеством точек М 

таких, что сумма к х | А Х М | 2 + к 2 1 Л 2 М | 2 + . . . + к п | А п М р 
постоянна, будет: 

а) окружность, точка или пустое множество, если 
~Т + • • • + &п 'Ф 0; 

б) прямая или вся плоскость, если к х + к 2 + ... + 
+ к п = 0. 

177. Даны окружность и точка А вне ее. Пусть 
окружность, проходящая через А, касается данной 
в произвольной точке В, а касательные к ней, проведен- 
ные через точки А и В, пересекаются в точке М. 
Найти множество точек М. 

178. Даны две точки Л и В. Найти множество 

точек М таких, что ^ , = к Ф 1 . 

179. Три точки Л, В и С расположены на одной 
прямой (В — между Л и С). Возьмем произвольную 
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окружность с центром в В и обозначим через М точку 
пересечения касательных, проведенных из Л и С к этой 
окружности. Найти множество точек М таких, что 
точки касания АМ и СМ с окружностью лежат внутри 
отрезков АМ и СМ. 

180. Даны две окружности. Найти множество таких 
точек М, что отношение длин касательных, проведенных 
из М к данным окружностям, равно постоянной вели- 
чине к. 

181. Пусть прямая пересекает одну окружность 
в точках А и В, а другую — в точках С и О. Доказать, 
что точки пересечения касательных к первой окружно- 
сти, проведенных в точках Ли В, с касательными, 
проведенными ко второй окружности в точках С и О 
(рассматриваются точки, в которых пересекаются каса- 
тельные к разным окружностям), лежат на одной 
окружности, центр которой лежит на прямой, проходя- 
щей через центры данных окружностей. 

182. Возьмем три окружности, каждая из которых 
касается одной стороны треугольника и продолжений 
двух других сторон. Доказать, что перпендикуляры, 
восставленные к сторонам треугольника в точках каса- 
ния этих окружностей, пересекаются в одной точке. 

183. Дан треугольник АВС. Рассмотрим 
всевозможные пары точек М х и М 2 таких, что 
| ЛМі| : | ВМ х \ : | СМ х \=\ АМ 2 \ :|ВМ а | : ! СМ 2 1. Доказать, 
что все прямые М Х М 2 проходят через фиксированную 
точку плоскости. 

184. Расстояния от точки М до вершин А, В \\ С 
треугольника равны соответственно 1 , 2 и 3, а отточки 
М х — 3, ]/15, 5. Доказать, что прямая ММ Х проходит 
через центр круга, описанного около треуголь- 
ника. 

185. Пусть Л 1( В и С х — основания перпендикуляров, 
опущенных из вершин Л, В и С треугольника АВС 
на прямую /. Доказать, что перпендикуляры, опущен- 
ные из Ль В { , Сх соответственно на ВС, С А и АВ, 
пересекаются в одной точке. 

186. Дан правильный треугольник АВС и произволь- 
ная точка О; Л ь В х и С]— центры окружностей, впи- 
санных в треугольники ВСй, АСИ и АВБ. Доказать, 
что перпендикуляры, опущенные из вершин Л, В и С 
на ВхСх, С,Л г и А х Вх соответственно, пересекаются 
в одной точке. 
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187. Даны три попарно пересекающиеся окружности. 
Доказать, что три общие хорды этих окружностей 
проходят через одну точку. 

188. На прямых АВ и АС взяты точки М и N 
соответственно. Доказать, что общая хорда двух окруж- 
ностей с диаметрами СМ и В/Ѵ проходит через точку 
пересечения высот Д АВС. 

189. На плоскости дана окружность и точка N. 
Пусть АВ — произвольная хорда окружности. Обозначим 
через М точку пересечения прямой АВ и касательной 
в точке N к окружности, описанной около ДЛВУѴ. 
Найти множество точек М. 

190. Внутри окружности взята точка А. Найти 
множество точек пересечения касательных, проведенных 
к окружности в концах всевозможных хорд, прохо- 
дящих через точку А. 

191. Рассмотрим произвольный треугольник АВС. 
Пусть Л,, В и Сх — три точки на прямых ВС, С А и АВ 
соответственно. Введем следующие обозначения: 

п -- і ЛС Х | I ВА Х | ІСВхІ 

\с 1 в\ ' ' і 5 й 7 * 

р* __ 5ІП ДСД _ 8іп ВаТі _ 8ІП €ѣв[ 

8ІП 6^СВ~ 8ІІ1 А 'ас 8ІП В^вА' 

Доказать, что Ц — Ц*. 

1 92. Теорема Чевы. Для того чтобы прямые 
ЛЛх, ВВ Ъ ССі пересекались в одной точке (или все 
три были параллельными), необходимо и достаточно, 
чтобы /?=1 (см. задачу 191) и при этом из трех точек 
^ь В у, С х нечетное число (т. е. одна или все три) 
лежало на сторонах треугольника, а не на продолже- 
ниях сторон. 

193. Теорема Менелая. Для того чтобы точки 
Лі> Ву, Су лежали на одной прямой, необходимо и 
достаточно, чтобы #=1 (см. задачу 191) и при этом 
из трех точек Ау, В ъ Су четное число (т. е. нуль 
или две) точек лежало на сторонах треугольника, а 
не на их продолжениях. 

194. Доказать, что если три прямые, проходящие 
через вершины треугольника, пересекаются в одной 
точке, то и прямые, им симметричные относительно 
соответствующих биссектрис треугольника, также пере- 
секаются в одной точке или параллельны. 
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195. Пусть О — произвольная точка плоскости, М 
и V - основания перпендикуляров, опущенных из точ- 
ки О на биссектрисы внутреннего и внешнего угла А 
ААВС , Я и <? аналогично определены для угла В, Я 
и Г — для угла С. Доказать, что прямые ММ, РСІ и 
РТ пересекаются в одной точке или параллельны. 

196. Дан треугольник АВС. На радиусах вписанной 
окружности, проведенных в точки касания, взяты точки, 
находящиеся на равных расстояниях от ее центра; 
эти точки соединены с противоположными вершинами. 
Доказать, что получившиеся три прямые пересекаются 
в одной точке. 

197. Для того чтобы диагонали АО, ВЕ и СР 
вписанного в окружность шестиугольника АВСОЕР 
пересекались в одной точке, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось равенство \АВ\- \СО\ЛЕР\ = 
= \ВС | • \йЕ | ■ | РА |. 

198. Пусть из точки А, взятой вне окружности, 
проведены к окружности две касательные АМ и АМ 
(М и Л/ — точки касания) и две секущие, и пусть Я и 
(? — точки пересечения окружности с первой . секущей, 
а К и Ь — со второй. Доказать, что прямые РК, ()Ь 
и ММ пересекаются в одной точке или параллельны. 

Получить отсюда способ построения с помощью 
одной линейки касательной к данной окружности, прохо- 
дящей через данную точку. 

199. Доказать, что: 

а) биссектрисы внешних углов треугольника пере- 
секают продолжения противоположных сторон треуголь- 
ника в трех точках, расположенных на одной прямой; 

б) касательные к описанной около треугольника 
окружности в вершинах треугольника пересекают его 
противоположные стороны в трех точках, расположен- 
ных на одной прямой. 

200. Окружность пересекает сторону АВ треуголь- 
ника АВС в точках С Х и С 2 , сторону С А — в точках В х 
и Д 2 , сторону ВС — в точках А х и А 2 . Доказать, что 
если прямые АА Х , ВВ Х и СС Х пересекаются в одной 
точке, то и прямые АА г , ВВ 2 и СС г также пересекаются 
в одной точке. 

201. На сторонах АВ, ВС и С А треугольника АВС 
взяты точки С и Ах и В х . Пусть С 2 — точка пересечения 
прямых АВ и А Х В Х , А 2 — точка пересечения пря- 
мых ВС и В Х С Ъ В 2 — точка пересечения прямых АС 


47 


и Л Х С\. Доказать, что если прямые А А,, ВВ г и СС Х 
пересекаются в одной точке, то точки А 2 , В 2 и С 2 
лежат на одной прямой. 

202. Прямая пересекает стороны АВ , ВС и продол- 
жение стороны АС треугольника АВС в точках Ь, Е 
и Р. Доказать, что середины отрезков ОС, АЕ и ВР 
лежат на одной прямой (прямая Гаусса). 

203. Дан треугольник АВС. Определим на стороне 
ВС точку Л] следующим образом: Л х — середина стороны 
КЬ правильного пятиугольника МКЬЫР, у которого 
вершины К и С лежат на ВС, а вершины М и N — на 
АВ и АС. Аналогичным образом на сторонах АВ и АС 
определены точки Сі и В х . Доказать, что прямые ЛЛ Ь 
ВВ] и ССі пересекаются в одной точке. 

204. Через фиксированную точку Л внутри окруж- 
ности проведены две произвольные хорды Р( ) и К.Е. 
Найти множество точек пересечения прямых РК и фС . 

205. Л, В и С — три данные точки на прямой. Д — 
произвольная точка плоскости, не лежащая на этой 
прямой. Проведем через С прямые, параллельные Ай 
и ВО, до пересечения с прямыми ВВ и ЛО в 
точках Р и <2. Найти множество оснований перпенди- 
куляров М, опущенных из С на Р(). 

Найти все точки О, для которых М — фиксиро- 
ванная точка. 

206. На стороне АС треугольника ЛВС взята точка 
К, а на медиане ВО — точка Р так, что площадь треу- 
гольника АРК равна площади треугольника ВРС. 
Найти множество точек пересечения прямых АР и ВК. 

207. Через данную точку О внутри данного угла 
проходят два луча, образующие данный угол а. Пусть 
один луч пересекает одну сторону угла в точке Л, а 
другой луч пересекает другую сторону угла в точке В. 
Найти множество оснований перпендикуляров, опущен- 
ных из О на прямую АВ. 

208. В окружности проведены два взаимно перпен- 
дикулярных диаметра АС и ВО. Пусть Р — произволь- 
ная точка окружности, РА пересекает ВО в точке Е. 
Прямая, проходящая через Е параллельно АС, пере- 
секается с прямой РВ в точке М. Найти множество 
точек М. 

209. Дан угол, вершина которого — в точке Л, и 
точка В. Произвольная окружность, проходящая через 
Л и В, пересекает стороны угла в точках С и О (отличных 
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от Л). Найти множество центров тяжести треугольни- 
ков Л СВ. 

210. Одна вершина прямоугольника находится в 
данной точке, две другие, не принадлежащие одной 
стороне, — на двух заданных взаимно перпендикуляр- 
ных прямых. Найти множество четвертых вершин таких 
прямоугольников. 

211. Пусть Л — одна из двух точек пересечения 
двух данных окружностей; через другую точку пере- 
сечения проведена произвольная прямая, пересекающая 
одну окружность в точке В, а другую — в точке С, 
отличных от общих точек этих окружностей. Найти 
множество: а) центров окружностей, описанных около 
ЛВС; б) центров тяжестей треугольника ЛВС; в) точек 
пересечения высот треугольника ЛВС. 

212. Пусть В и С — две фиксированные точки дан- 
ной окружности, Л — переменная точка этой же окруж- 
ности. Найти множество оснований перпендикуляров, 
опущенных из середины ЛВ на АС. 

213. Найти мнжоество точек пересечения диагоналей 
прямоугольников, стороны которых (или их продолже- 
ния) проходят через четыре данные точки плоскости. 

214. Даны два круга, касающиеся друг друга из- 
нутри в точке Л. Касательная к меньшему кругу пере- 
секает большую окружность в точках В и С. Найти 
множество центров окружностей, вписанных в треу- 
гольники ЛВС. 

215. Даны числа а, р, у и к. Пусть х, у, 2 — рас- 
стояния от точки М внутри треугольника до его сторон. 
Доказать, что множество точек М таких, что а х + Р{/+ 
+уг = к, или пусто, или отрезок, или совпадает со 
множеством всех точек треугольника. 

216. Найти множество точек М, расположенных 
внутри данного треугольника и таких, что расстояния от 
М до сторон данного треугольника равны сторонам 
некоторого треугольника. 

217. Доказать, что если существует окружность, 
касающаяся прямых ЛВ, ВС, СИ и ВЛ, то ее центр и 
середины АС и ВВ лежат на одной прямой. 

218. Даны две пересекающиеся окружности. Найти 
множество центров прямоугольников с вершинами на 
этих окружностях. 

219. Внутри круглого биллиарда в точке Л, отлич- 
ной от центра, лежит упругий шарик, размерами кото- 
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рого можно пренебречь. Указать все точки А, из 
которых можно так направить этот шарик, чтобы он, 
минуя центр биллиарда, после трех отражений от гра- 
ницы попал в точку А. 

220. Через точку, лежащую на равном расстоянии 
от двух данных параллельных прямых, проведена пря- 
мая, пересекающая эти прямые в точках М и N. 
Найти множество вершин Р равносторонних треуголь- 
ников МУР. 

221. Даны две точки А и В и прямая /. Найти 
множество центров окружностей, проходящих через 
Л и В и пересекающих прямую /. 

222. Даны две точки О и М. 

а) Определить множество таких точек плоскости, 
которые могут служить одной из вершин треугольника 
с центром описанного круга в точке О и центром тя- 
жести в точке М. 

б) Определить множество таких точек плоскости, 
которые могут служить одной из вершин тупоуголь- 
ного треугольника с центром описанного круга в точке 
О и центром тяжести в точке М. 

223. В окружность вписан правильный треугольник. 
Найти множество точек пересечения высот всевозмож- 
ных треугольников, вписанных в эту же окружность, 
две стороны которых параллельны двум сторонам дан- 
ного правильного треугольника. 

224. Найти множество центров всевозможных пря- 
моугольников, описанных около данного треуголь- 
ника. (Прямоугольник будем называть описанным, 
если одна вершина треугольника совпадает с верши- 
ной прямоугольника, а две другие лежат на двух, 
не содержащих этой вершины, сторонах прямоуголь- 
ника.) 

225. Даны два квадрата с соответственно парал- 
лельными сторонами. Определить множество точек М 
таких, что для любой точки Р из первого квадрата 
найдется точка ф из второго такая, что треугольник 
МРС} правильный. Пусть сторона первого квадрата 
о, второго Ь. При каком соотношении между а и Ь 
искомое множество не пусто? 

226. Внутри данного треугольника найти все такие 
точки М, для каждой из которых для любой точки М, 
лежащей на границе треугольника, можно найти такую 
точку Р внутри или на его границе, что площадь треу- 

50 


гольника МЫР не меньше 1/6 площади данного треу- 
гольника. 

227. Даны две точки Ли/. Найти множество точек 
В таких, что существует треугольник АВС с центром 
вписанного круга в точке /, все углы которого меньше 
а(60°<а<90°). 

228. Точки Л, В и С расположены на одной прямой 
( В — между Л и С). Найти множество точек М таких, 

что сІ§ ЛМВ + сІ§ ВМС == А:. 

229. Даны две точки Л и ф. Найти множество 
точек В таких, что существует остроугольный треуголь- 
ник АВС, для которого <2 — центр тяжести. 

230. Даны две точки Ли//. Найти множество то- 
чек В таких, что существует треугольник АВС, для 
которого Н — точка пересечения высот и все углы ко- 
торого больше а (а < л/4). 

231. На плоскости даны два луча. Найти множество 
точек плоскости, равноудаленных от этих лучей. (Рас- 
стояние от точки до луча равно расстоянию от этой 
точки до ближайшей к ней точки луча.) 

232. Доказать, что центр тяжести треугольника, 
точка пересечения высот и центр описанного круга ле- 
жат ца одной прямой ( прямая Эй.гера). 

233. Доказать, что основания перпендикуляров, опу- 
щенных из произвольной точки окружности, описанной 
около треугольника, на стороны треугольника, лежат 
на одной прямой ( прямая Симсона). 

234. Доказать, что угол между прямыми Симсона, 
соответствующими двум точкам окружности, измеряется 
половиной дуги между этими точками. 

235. Пусть Я — точка пересечения высот треуголь- 
ника, В — произвольная точка описанной окружности. 
Доказать, что прямая Симсона, соответствующая точ- 
ке Р, проходит через одну из точек пересечения пря- 
мой РН с окружностью девяти точек (см. задачи 162 
233). 

236. Доказать, что на прямой Эйлера треуголь- 
ника АВС существует такая точка Р, что расстояния 
от центров тяжести треуглоьников АВР, ВСР, САР 
соответственно до вершин С, Л и В равны между 
собой (см. задачу 232). 

237. Пусть Р — такая точка внутри треугольника ЛВС, 
что углы АР В, ВРС и СРА равны 120° (предполагаем, 
что углы треугольника ЛВС меньше 120°). Доказать, 
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что прямые Эйлера треугольников АРВ, ВРС и СРА 
пересекаются в одной точке (см. задачу 232). 

238. В окружность вписан четырехугольник АВСй. 
Пусть М— точка пересечения касательных к окруж- 
ности в точках А и С, N — точка пересечения касатель- 
ных, проведенных через В и Д К — точка пересечения 
биссектрис углов А и С четырехугольника, I — точка 
пересечения биссектрис углов В и О. Доказать, что 
если выполняется одно из утверждений: а) М принадле- 
жит прямой ВО; б) N принадлежит прямой АС; в) К 
лежит на ВБ; г) В лежит на АС, то выполняются 
остальные три утверждения. 

239. Доказать, что 4 прямые, каждая из которых 
проходит через основания двух перпендикуляров, опу- 
щенных из вершины вписанного четырехугольника на 
не содержащие ее стороны, пересекаются в одной точке. 

240. АВ и СО — две хорды окружности; М — точка 
пересечения перпендикуляров, восставленных к АВ 
в точке Лик СО в точке С; N — точка пересечения 
перпендикуляров, восставленных к АВ и СО в точках 
В и О. Доказать, что прямая МN проходит через точку 
пересечения ВС и ЛО. 

241. Дана окружность 5 и касательная к ней I. 
Пусть N — точка касания, УѴУИ — диаметр. На прямой ЛСИ 
взята фиксированная точка А. Рассмотрим произволь- 
ную окружность, проходящую через Л, с центром на /. 
Пусть С и О — точки пересечения этой окружности с /, 
а Р и <2 — точки пересечения прямых МС и МО с 5. 
Доказать, что хорды РСІ проходят через фиксированную 
точку плоскости. 

242. Даны три попарно непересекающихся круга. 
Обозначим через А ѵ Л 2 , Л 3 три точки пересечения общих 
внутренних касательных к любым двум из них, а через 
В и В 2 , В я — соответствующие точки пересечения внеш- 
них касательных. Доказать, что эти точки располагаются 
на четырех прямых по три на каждой (А и Л 2 , В 3 ; А ѵ 
В 2 , Л 3 ; В 1 , Л 2 , Л 8 ; В 1} І3 2 , В я ). 

243. Диаметр окружности, вписанной в треуголь- 
ник АВС, проходящий через точку касания со сторо- 
ной ВС, пересекает хорду, соединяющую две другие 
точки касания, в точке N. Доказать, что АN делит ВС 
пополам. 

244. В треугольник АВС вписана окружность. Пусть 
М— точка касания окружности со стороной АС, МК — диа- 
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метр. Прямая В К пересекает Л С в точке N. Доказать, что 
\АМ\=*\ЫС\. 

245. В треугольник АВС вписана окружность, М — 
точка касания окружности со стороной ВС, МК — диа- 
метр. Прямая АК пересекает окружность в точке Р. 
Доказать, что касательная к окружности в точке Р де- 
лит сторону ВС пополам. 

246. Прямая / касается окружности в точке Л, пусть 
СО — хорда окружности, параллельная /, В — произволь- 
ная точка прямой /. Прямые СВ и С>В вторично пере- 
секают окружность в точках Ь и К- Доказать, что пря- 
мая ЬК делит отрезок ЛВ пополам. 

247. Даны две пересекающиеся окружности. Пусть 
Л— одна из точек их пересечения. Из произвольной 
точки, лежащей на продолжении общей хорды данных 
окружностей, проведены к одной из них две касатель- 
ные, касающиеся ее в точках М и N. Пусть, далее, 
Р и С — точки пересечения (отличные от Л) прямых МА 
и NА со второй окружностью. Доказать, что прямая 
МN делит отрезок РСІ пополам. 

248. На высоте ВО треугольника ЛВС как на диа- 
метре построена окружность, пересекающая стороны ЛВ 
и ВС в точках К и С. Прямые, касающиеся окруж- 
ности в точках К и Ь, пересекаются в точке М. До- 
казать, что прямая ВМ делит сторону АС пополам. 

249. Прямая I перпендикулярна отрезку ЛВ и про- 
ходит через В. Окружность с центром на / проходит 
через Л и пересекает / в точках С и О, касательные 
к окружности в точках Л и С пересекаются в N. До- 
казать, что прямая ^N делит отрезок ЛВ пополам. 

250. Около А АВС описана окружность. Пусть 
/V — точка пересечения касательных к окружности, про- 
ходящих через точки В и С, М — такая точка окруж-- 
ности, что АМ || ВС, К — точка пересечения МN и окруж- 
ности. Доказать, что КА делит ВС пополам. 

251. Пусть Л — проекция центра данной окружности 
на прямую I. На этой прямой взяты еще две точки В 
и С так, что | ЛВ| = |ЛС|. Через В и С проведены две 
произвольные секущие, пересекающие окружность в точ- 
ках Р, ф и М, N соответственно. Пусть прямые NР 
и М<2 пересекают прямую / в точках К и В. Доказать, 
что | РА | = I ЛВ |. 

252. Дан полукруг с диаметром ЛВ. С — точка на 
полукруге, С — основание перпендикуляра, опущенного 
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из С на АВ. Рассмотрим три окружности: первая 
окружность, с центром О и касается отрезков АО, ОС 

і! дуги АС) вторая, с центром 0 2 , касается отрезков 

йВ, ОС и дуги ВС; третья, с центром 0 3 , вписана 
в треугольник АВС. Доказать, что 0 3 совпадает с сере- 
диной отрезка 0 Х 0 2 . 

253. Пусть АВСОЕР — вписанный шестиугольник. 
Обозначим через К точку пересечения АС и ВР 
а через I- точку пересечения СЕ и /Х>. Доказать! 
что диагонали АО, ВЕ и прямая /(X пересекаются 
в одной точке (Паскаль). 

254. АВСО — вписанный четырехугольник. Перпен- 
дикуляр к ВА, восставленный в точке А, пересекает 
прямую^ СО в точке М; перпендикуляр к О А, восста- 
вленный в точке А, пересекает прямую ВС в точке N. 
Доказать, что МЫ проходит через центр круга. 

255. На каждой стороне треугольника взято по 
две точки таким образом, что все шесть отрезков, 
соединяющих каждую точку с противоположной верши- 
ной, равны между собой. Доказать, что середины этих 
шести отрезков лежат на одной окружности. 

256. В треугольнике АВС на лучах АВ и СВ отло- 
жены отрезки | АМ | = | СЫ \ — р, где р - полупериметр 
треугольника (В лежит между А и М и между С к Ы). 
Пусть К — точка описанной около /\АВС окружности! 
диаметрально противоположная В. Доказать, что пер- 
пендикуляр, опущенный из К на МЫ, проходит через 
центр вписанной окружности. 

257. Из некоторой точки окружности, описанной 
около равностороннего треугольника АВС, проведены 
прямые, параллельные ВС, С А и АВ и пересекающие 
СЛ, АВ и ВС в точках М, N и Доказать, что М, 
N и С лежат на одной прямой. 

258. Точки А и А,, В и В 1} С и С г симметричны 
относительно прямой I, N — произвольная точка на I 
Доказать, что прямые АЫ, ВЫ, СЫ пересекают соот- 
ветственно прямые ад, ад, ад в трех точках 
расположенных на одной прямой. 

259. Через точку пересечения высот треугольника 
проведены две взаимно перпендикулярные прямые. 
Доказать, что середины отрезков, высекаемых этими 
прямыми на сторонах треугольника (на прямых, обра- 
зующих треугольник), лежат на одной прямой. 
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260. Доказать, что три прямые, симметричные произ- 
вольной прямой, проходящей через точку пересечения 
высот треугольника, относительно сторон треугольника, 
переоекаются в одной точке. 

261. Даны два равных непересекающихся круга. 
На двух общих внутренних касательных берем две 
произвольные точки Р и Р ' . Из обеих точек к каждому 
кругу можно провести еще по одной касательной. 
Пусть касательные, проведенные из точек Р и Р' 
к одному кругу, встречаются в точке А, к другому — 
в точке В. Требуется доказать, что: 

1) прямая А В параллельна прямой, соединяющей 
центры кругов (в случае неравных кругов проходит 
через точку пересечения внешних касательных); 

2) прямая, соединяющая середины РР' и АВ, про- 
ходит через середину отрезка, соединяющего центры 
данных кругов. 

(Эта задача была предложена читателям журнала 
«Вестник опытной физики и элементарной математики» 
профессором В. Ермаковым. Журнал этот издавался 
в России в прошлом веке. Задача была опубликована 
в 14 (2)-м номере журнала за 1887 г. За решение 
задачи читателям была обещана премия — литература 
по математике.) 

262. Дан треугольник АВС ; АА и ВВ Х и ОД -его 
высоты. Доказать, что прямые Эйлера треугольников 
АВ^х, АхВСх, АхВуС пересекаются в такой точке Р 
окружности девяти точек, для которой один из отрез- 
ков РА и РВх, РСі равен сумме двух других отрезков 
(Ѵісіог ТЬеЬаиІі, Ашегісап МаШетаІісаІ МопИгІу: 
см. задачи 162, 232). 

§ 4. Геометрические неравенства и задачи 
на максимум-минимум 

263. Доказать, что если в треугольнике АВС угол В 
тупой и |ЛВ| = -Ц^І, то С>~А. 

264. Доказать, что окружность, описанная около 
треугольника, не может проходить через центр вневпи- 
санной окружности. (Вневписанная окружность касается 
стороны треугольника и продолжений двух других 
сторон. Для каждого треугольника существует 
три вневписанных окружности.) 
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265. В треугольнике из вершины А выходят медиана, 
биссектриса и высота. Какой угол больше: между 
медианой и биссектрисой пли между биссектрисой и 
высотой, если угол А равен а? 

266. Доказать, что если медианы, проведенные из 
вершин б и С треугольника АВС, перпендикулярны, 
то сі§В + с(рС2э=2/3. 

267. Дан треугольник АВС, | АВ |< ( ВС |. Доказать, 
что для произвольной точки М на медиане, проведенной 

из вершины В, ВАМ > ВСМ. 

268. Из внешней точки А к окружности проведены 
две касательные АВ и АС, и середины их О и Е соеди- 
нены прямой йЕ. Доказать, что эта прямая не пере- 
секает окружность. 

269. Доказать, что если прямая не пересекает 
окружность, то для любых двух точек прямой расстоя- 
ние между ними заключено между суммой и разностью 
длин касательных, проведенных из этих точек к окруж- 
ности. Доказать обратное утверждение: если для каких- 
то двух точек прямой наше утверждение не выпол- 
няется, то прямая пересекает окружность. 

270. В треугольнике АВС углы связаны соотноше- 
нием ЗЛ — С<я. Угол В разделен на четыре равные 
части прямыми, пересекающими сторону АС. Доказать, 
что третий из отрезков, на которые разделена сто- 
рона АС, считая От вершины А, меньше |ЛС|/4. 

271. Пусть а, Ь, с, сі — длины последовательных 
сторон четырехугольника. Доказать, что если 5 -его 
площадь, то 3 =^(ас-\-Ъй)12, причем равенство имеет 
место только для вписанного четырехугольника, диаго- 
нали которого перпендикулярны. 

272. Доказать, что если длины биссектрис треуголь- 
ника меньше 1, то его площадь меньше ]/3/3. 

273. Доказать, что треугольник АВС будет остро- 
угольным, прямоугольным или тупоугольным в зависи- 
мости от того, будет ли выражение а 3 + Ь 2 -{-с 2 -8/< 2 
положительно, равно нулю или отрицательно {а, Ь,с — 
стороны треугольника, 7? — радиус описанного круга). 

274. Доказать, что если длины сторон треугольника 
связаны неравенством а 3 + 6 2 >5с 2 , то с -длина наи- 
меньшей стороны. 

275. В треугольнике АВС угол В — средний по вели- 
чине: Л<Д<С; / — центр вписанной окружности, 
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О — центр описанной окружности, Я — точка пересече- 
ния высот. Доказать, что / лежит внутри Д ВОН. 

276. Треугольники АВС и АМС расположены так, 
что МС пересекает АВ в точке О, причем | АМ | + 
+ | МС | = | АВ 1 + ] ВС|. Доказать, что если \АВ\ = 
= \ВС\, то \ОВ\>\ОМ\. 

277. В треугольнике АВС точка М лежит на сто- 
роне ВС. Доказать, что ( | АМ | — I ЛС | ) і ВС | ( [ ЛВ | — 

— і АС\)\МС\. 

278. Пусть а,Ь,с — длины сторон треугольника АВС, 
М — произвольная точка плоскости. Найти минимум 
выражения 

іМЛ| а + |МВ| а + |МС| 2 . 

279. Стороны угла, величина которого а, являются 
бортами биллиарда. Какое наибольшее число отраже- 
ний от бортов может сделать биллиардный шар (раз- 
мерами шара можно пренебречь)? 

280. Четыре деревни расположены в вершинах 
квадрата со стороной 2 км. Деревни соединены доро- 
гами таким образом, что из каждой можно пройти 
в любую другую. Может ли общая длина дорог быть 
меньше чем 5,5 км? 

281. Точка А расположена между двумя парал- 
лельными прямыми на расстоянии а и Ь от них. Эта 
точка служит вершиной угла величины а всевозмож- 
ных треугольников, две другие вершины которых лежат 
по одной на данных прямых. Найти наименьшее значе- 
ние площади таких треугольников. 

282. Дана окружность радиуса Н, О — ее центр, 
АВ — диаметр, точка М — на радиусе О А, причем 

, ^ : = к. Через М проведена произвольная хорда Сй. 

Чему равно наибольшее значение площади четырех- 
угольника ЛСВО? 

283. Вершина угла величины а находится в точке О. 
Л —фиксированная точка внутри угла. На сторонах 

угла, взяты точки М и N так, что МЛУѴ = |3 (а + р< 
<180°). Доказать, что если \ АМ\ — \ АЫ \, то плошадь 
четырехугольника ОМАИ достигает максимума (среди 
всевозможных четырехугольников, получающихся при 
изменении М и М). 

284. Учитывая результат предыдущей задачи, решить 
следующую. Внутри угла с вершиной О взята точка А. 
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Прямая О А образует со сторонами угла углы ф и і)і. 
Найти на сторонах угла точки М и N такие, 

что МАЫ = $ ( 9 - 7 - 1 )) + р < 180°) и площадь четырех- 
угольника ОМАЫ максимальна. 

285. Дан треугольник О ВС (БОС = а). Для каждой 
точки А на стороне ВС определим точки М и N на 

ОВ и ОС так, чтобы МАЫ = р (а + р<180°) и пло- 
щадь четырехугольника ОМАЫ была бы максимальной. 
Доказать, что эта максимальная площадь достигает 
минимума для таких точек А, М и Ы, для которых 
\МА\ — \АЫ\, а прямая МЫ параллельна ВС. (Такие 
точки найдутся, если углы В и С АОВС не превос- 
ходят 90° + р/2.) 

286. Пусть АВСБ — вписанный четырехугольник. 
Диагональ АС равна а и образует углы а и р со сто- 
ронами АВ и АО. Доказать, чте площадь четырех- 
угольника заключена между величинами 

Д а 5ІП (а р) 8іп р а 2 8іл (а + Р) 8Іп а 

2 8іп а и 2 8іп р 1 

287. Дан угол величины а с вершиной в точке О 
и точка А внутри него. Рассмотрим всевозможные 
четырехугольники ОМАЫ, у кеторых вершины М и Ы 

расположены на сторонах угла и такие, что М АЫ = 
— Р (а+р>180°). Доказать, что если среди этих че- 
тырехугольников найдется такой выпуклый четырех- 
угольник, что \МА\*=\АЫ\, то этот четырехугольник 
имеет ниаменыную площадь среди всех рассматривае- 
мых четырехугольников. 

288. Внутри угла с вершиной О дана точка А 
такая, что О А образует углы ф и ф со сторонами дан- 
ного угла. Найти на сторонах угла точки М и N та- 
кие, что МАЫ = 6 (ф + ір + Р> 180°) и площадь четырех- 
угольника ОМАЫ минимальна. 

289. Дан треугольник О ВС, ВОС = а; для каждой 
точки А на стороне ВС определим точки М и Ы на О В 

и ОС так, чтобы МАЫ = р и площадь четырехугольника 
ОМАЫ была бы минимальной. Доказать, что эта ми- 
нимальная площадь будет максимальной для таких 
точек А, М и Ы, для которых \МА\^\АЫ\ и пря- 
мая МЫ параллельна ВС. (Если такой точки А нет, 
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то максимум будет достигаться в конце стороны ВС 
для вырожденного четырехугольника.) 

290. Найти радиус наибольшего круга, который 
можно покрыть тремя кругами радиуса /?. Решить задачу 
в общем случае, когда радиусы равны /? ь Р 2 , Р 3 . 

291. Можно ли покрыть тремя единичными квадра- 
тами квадрат со стороной 5/4? 

292. Чему равна наибольшая площадь правильного 
треугольника, который можно покрыть тремя правиль- 
ными треугольниками со стороной 1? 

293. В треугольнике АВС на сторонах АС и ВС 
взяты точки М и Ы, и на отрезке МЫ — точка Д 
Пусть площади треугольников АВС, АМЬ и ВМ. 
соответственно равны 5, Р и <2. Доказать, что 

Ур+Уя. 


ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 


РАЗДЕЛ I 


17. Биссектриса разбивает треугольник на два, 
аі . а Ы . а 

площади которых соответственно - зіп , і, 51п 2 ’ а площадь 

аЬ . аі . а , Ы . а аЬ , 

всего треугольника зіп а; значит, у 81П у + ^ 8ІП ~2 ~ ~2 * 


X зіп а. 


19. Возьмем окружность, касающуюся сторон АВ, ВС и СО. 
Если эта окружность не касается стороны ОА, то, проведя каса- 
тельную ОА г (Аі — на АВ), получим ДОАА^ у которого длина 
одной стороны равна сумме длин двух других. 

20. Проведя через вершины треугольника прямые, параллель- 
ные противоположным сторонам, получим треугольник, для кото- 
рого высоты исходного треугольника являются перпендикулярами, 
восставленными к сторонам в их серединах. 



37. IV а (21 -а). 38. ^ ($! + 5 2 ). 


39. Если а >Ь, то биссектриса пересекает боковую сторону 
СО; если а<Ь, то — основание ВС. 



X {Ѵ2- 1)[(2/2-1)л-4]. 51. в 4 ‘ (бКз-б-я). 52. ~ х 



<90°, Р<90°, то углы д АВС равны 90° — се, 90° — (5, а+(3; 
если а >90°, (3 < 90°, то а — 90°, 90° + (і, 180° — а — (3; если 
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1 80® — а — Э- 


а < 90 е , Э > 90®, 


1 


то 

а 


90°+ а, р — 90®, 
36 


1 

У я (4я а — I) ' 


59. ; у т 2 — 45 . 60. 61. ^Л 2 . 62. 

63. В равнобедренном треугольнике с углом при вершине я/5 
биссектриса угла при основании делит треугольник на два тре- 
угольника, один из которых подобен исходному. 

ѴѢ—\ 

Ответ. — т — К. 


64. Я^сІ§|--у(л-а)]. 65. |/І0. 66. 
67. 2+ (2/3 + 3). 68. — . 69. 


За 


а (4 зіп 2 «+ 1) 
8 зіп а 
а/ ІО 


2(5 + / 13 )‘ 


70. 


71. 2. 72. 

„ Я 2 -а 2 
/5 


а я Ь 


73 — . 

4 (а 2 + й 2 _Г 1 2 


*8 


2К 

х(Ѵ + Р~ «)• 80 


- т- "■ •(*?*! 

ас-\-Ьй я 


а соз 


4 

а — Р 


с(§а). 74. 


8іп (а+ (5) ‘ 
78. 79. 1 X 


81. 


82. 


Ь — а I 

-г 1 * 


а 2 зіп 2 а 8іп 2(5 

X /4+-(Ь-а+ 83. 2 (Д 2 + а 2 ). 

84. Возможны два случая: оба центра расположены по раз- 
ные стороны от общей хорды и по одну. Соответственно две пары 

: а (/3+1), а^ 2 (/3+0 и а(/з-і), а^(/3-і). 


ответов: 

86 . 

3 а а 

90. 91. 4К а . 92 

8 


- — — . 87. / 13. 88. агссоз 

4 

а 2 (2/3-3) 


1 ±/і-2Л 


89. 


2 - Т* 

. (Возможны, вообще говоря, 


два треугольника, но у одного из них две вершины лежат на 
продолжениях диагоналей.) 93. ' \Я ш 94. 95. /7. 96. х 


10 с 

98. -і— ? — 1. 100. --■/96-54/3. 
соза 3 

101.3:4. 102. а^ісіё^ф^. 103. ^ /25а 2 + с 2 + Юас соз 0. 


X (/3—1). 97. /10. 


104. — 5. 
4 


107. Т6 с. 


105. 


8іп а “ 2 

4 ѴКг(Я - г) 


6 Яг-г*-К 2 


106. 


а 2 + Ь 2 — 2 аЬ соз а 
2 (Ь — а соз а) 


108. 


у Ь г + а 2 + 2а 5 8іп 


2 соз 


а 


109. 5 соз 2 а. 


ПО. / 4І? 2 — а 2 . 111. 112. /а 2 + й 2 + 2аЬ соз а[с{§ а |. 113. 


У 


4.2 2 

Ь 2 + тс 02 — а6 соза, 114. агсзіп 
9 3 я 


и я— агсзіп-— . 

я 


еі 


115. а* (/2-1). ПО. 


й со5 (а+Р) 
соз (2а-|-р) ’ 


а зіп (а + Р) 
соз (2а +Р) ’ 

/З» (5і + Д«) 

/45? -5| 

120. 2соз| |/"(^ 2 -^ 1 )^ г8 т*|- + л,Соз*-|| . 121 . і|^-. 


<**«) 81п »«, , 18 . 3+3 
6 сое ^+1 


119. 2 


122 . 


/? 


а 2 соз 2 


+ 


П 2 5 СОЗ 2 


/о 2 + 6*+а6. 125. 15°, 75°. 

4 
3 

132. 1,1. 133. 

Я (3-2 /2) 


126 


я/з 


8 


131. 


129. -5- (2/з + 3). 130. 2 ^ 8Іп3 « 5 іпР 

зіп (а+Р) 

134. 90°. 135. 30° 


130. 

а 2 

16/? ’ 


123. /а 2 + 6 2 -ай, 

127. 2/б- 128. /2. 

э/з (/ІЗ — 1 ) 


138. 4 1/ і — 

У 3 — соз р 


139. 


32л 
136. - 
аЬ 1§а 


г/7 


137. _ . 

_ • / а 2 (§ 2 а + (6 — а) 2 ’ 

(В треугольнике ОЫР отрезки КР и ЫМ являются высотами, 
поэтому ОА также высота.) 

140. б) Используйте результат пункта а). Замените поворот 
вокруг Оі двумя осевыми симметриями, взяв в качестве оси вто- 
рой симметрии прямую О х О г , а поворот вокруг точки О, — двумя 
симметриями, взяв в качестве оси первой симметрии прямую О х О г . 

Ответ: если а -(- р ■< 2л, то углы будут равны — , ? 

а + р 2 ’ 2 ’ 

я 2 ’ если а + Р>2л, то углы, соответственно, я 

я Р «+Р 2 ’ 

2 ’ ~ 2 ~ % 

Замечание. Если а + р = 2я, то последовательное приме- 
нение данных поворотов, как легко убедиться, эквивалентно па- 
раллельному переносу. 

141. “ 

2 

РАЗДЕЛ II 


!• Возьмем на прямой ВА точку А г так, что 
і = і А\С |. Точки Л], Л, О и С лежат на одной окружности 

(ОА х С = 90 е — АВС = О АС). Следовательно, лТлС=Л,/5С = 90°, 
а значит, и ВАС — 90°. 

2. Заметим, что окружность, проходящая через точки каса- 
ния, является вписанной в треугольник с верщинами в центрах 
окружностей. Приравнивая выражения для площади треуголь- 
ника, полученные по формуле Герона и как произведение полу- 
периметра на радиус вписанной окружности, найдем г=1. 
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3. Докажите, что данный треугольник - прямоугольный. 

Ответ: - — , 

4 

4. Если Ей = АЕ —х, то ,ВД|=а — х. Записав теорему 
косинусов для д ВОЕ: 


* а = д 2 + (а — *)*— 1 а (а — х) ■ 

7 

найдем л: = ^ а. 

1 0 

Ответ: |СЕ| =|§а. 

1 0 

5. Обозначив катеты через хну, получим систему уравнений 


хуѴ 2 
х+У ’ 


462 =^ 2 ^^ 


из которой найдем ху. 

п а2-(-а ]А а 2 і 

Ответ: — ! — — — - . 

4 

6. Пусть (рис. 1) АВСО — трапеция, ЮС|=а, О — центр 
окружности. АО — боковая сторона, которая точкой касания Д 
разделена на отрезки \АК\ = й, !ДО| = 6. В д АОО угол АОО 
прямой, высота ОД — радиус окружности, следовательно, г = 
= ОК \ = УМ- Аналогично, АСОВ — также прямоугольный тре- 
угольник; если М — точка касания на стороне СВ, то | МВ | = 


| СМ | а~-Ь ' 

Ответ: 5 = ■ а ^ ~ У Ы. 

а — о 



Рис. 1. 


Рис. 2. 


7. Пусть (рис. 2) А ВС О — данная трапеция (ВС|АО). Прове- 
дем через С прямую, параллельную ВО, обозначим чер.ез Д точ- 
ку пересечения этой прямой с прямой АО. Площадь д АСК 
равна площади трапеции, стороны АС и СД равны диагоналям 
трапеции, медиана СЕ равна расстоянию между серединами АО 
и ВС. Продолжим СЕ и возьмем на продолжении точку М так, 
'І 1 ? \~\СЕ\. Получим &СКМ, равновеликий трапеции 

АВСО, со сторонами, равными ее диагоналям и удвоенному рас- 
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стоянию между серединами оснований. В нашем случае стороны 
АСКМ- 3, 5 и 4. 

Ответ: 5 = 6. 

8. Пусть \АМ,:\МС\ = к. Условие равенству радиусов 
окружностей, вписанных в треугольники АВМ и ВСМ, означает, 
что их площади относятся, как периметры. Отсюда, поскольку 

отношение площадей равно к , получим ВМ |=— ; — . Из этого 


12 


1 —к 


равенства, в частности, следует, что уд<й<1. Записывая для 

треугольников АВМ и ВСМ теоремы косинусов (относительно 
углов ВМА и ВМС) и исключая из этих уравнений косинусы 

2 22 

углов, получим для к квадратное уравнение с корнями - и ■ 

о 2о 

22 

Учитывая ограничения для к, получаем ответ: 6 = ^-. 

9. Из условия следует, что высѳта к стороне АС равна двум 
диаметрам вписанной окружности, т. е. 4. Если М, N и К — 
точки касания с АВ, ВС и СА, то 


! вм | = | влп = г сіе = і ■ |/" і±М=Кё=з. 

Если \ МА \*=\ АК \ = х, \ КС \ = \ NС \ = у, то, выражая площадь 
через полупериметр и радиус вписанной окружности и через 
основание и высоту, получим 


(3 + *+1/) — {х-\-у) 2, * + і/ = 3. 

Ответ: ] АС | = 3. 

1 4 3 

10. Если <3 ^-г-8, то искомое расстояние будет х 

X (/5-/<г). Если же <2 < — 5, то возможны два ответа: 

11. Обозначим через М точку пересечения прямых АВ и СО, 
а через О, и 0 2 — центры данных окружностей. Пусть ВМ = 
= 1*1, \ МС \ = \ у \, причем знаки хи у выберем таким образом, 
чтобы выполнялись соотношения 


! ВС \ 2 = а- 2 + (/ 2 , | ЛО і»=(*+2л)» + (у + 2/-) 8 , 
|0 1 0 2і 2 = (* + г) 8 + ((/ + г)2. 

Получим систему 

I х 2 + у 2 = к 2 (х + 2г) 2 + кА (у + 2 г) 2 , 

I 4л 2 = (х+г) 2 + (</+г) 2 , 

1 —5 к 2 

откуда х+У = г і ■ ; поэтому 


1 АВС Б ' 


\+к 2 
(Х + 1 Г) (у-\- 2 г)~ху 


\-к 2 
1 + к 2 


= .г(* + У) + 2г» , Зг* I -і- 


- к 2 


+ к 2 
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Ответ: 5 = Зг 2 


,, *ІУ П У сть (Р ис - 3 ) °і’ °2 и О — центры окружностей, М,, 
М 2 , М точки их касания со стороной угла, г ѵ г, и г — ради- 
усы окружностей (г 1 </- 2 ). 

Проведя через 0 1 прямую, 
параллельную М 1 М 2 , до пе- 
ресечения с 0 2 М 2 , получим 
прямоугольный треугольник 
с гипотенузой г і -\-г 2 , кате 
том г 2 — г, и противолежа 
пшм острым углом а/2 
Проведя через О прямую 
параллельную ММ 2 , полу 
чим два других прямоуголъ 
ных треугольника. 

Найдя из этих трех треугольников отрезки [ М, Х М 



и |ЛШ 2 ], запишем уравнение 


Ответ: 



М 2 М | + | ММ 2 


| М Х І И| 


СМ I = 2 С05 а (а < 90°); 


13. Если С = а, то |СМ| = уСоза 
следовательно, д С МЫ подобен Д СЛ В с коэффициентом подобия 
, = , ла1 _ 


, поэтому і Л4/Ѵ I = ! ЛВ I ^-2 


2 аЬ 


14 

По условию 
2 ЗІП 
X зіп 


Если высота 
А 


] СО | = Л, то ! ВС і 
А 


к 


4аЬ 
\АС |=. 


А 


л-в 


2 

С 1 
2 


СОЗ 


зіп В 
Л + В 


зіп Л 

1 


зіп В ЗІП Л 

= А, откуда зіп Л — зіп В = зіп Л зіп В, 


2 — = у [С05(Л— В)— соз(Л+В)], 

С ф . С 

у + 4зш ^ ЗІП у 


2 зіп |- х 


, (соз ф+соз С), 2 зіп 2 + 4 зіп X зіп — (1 + соз ф) = 


0. Это — квадратное уравнение относительно зіп у 

(? . „ п 
= 0, 


откуда 


З'П 2 у + 2 зіп у зіп 2 


— соз 2 у і 


■ С . ф 

8Шу=1-81П ^ 


15. Если острый угол ромба равен а, то диагонали ромба 
будут равны 2г зіп а и 2Я зіп а. С другой стороны, отношение 

диагоналей есть тангенс половины этого угла, т. е іо ? = — - 

м, 2 *’ 

зіп а = 


Я 2 + л 2 

Ответ: 


8/? 3 г 3 


(Я 2 + л 2 ) 2 


3 И. Ф. Шарыгин 


65 


16. Если М и Лі — основания перпендикуляров, опущенных 
из В на стороны угла, то четырехугольник ЛМВА/— -вписанный, 
причем АВ — диаметр окружности, описанной около д МВЫ, так 

что МВ7Ѵ=я— а, если В — внутри данного угла или вертикаль- 
ного к нему, и МВЫ — а в остальных случаях; | АВ' 


Ответ: I АВ\ 


V а 2 + Ь 2 4- 2 аЬ соз а 

8іп а 


данного угла или вертикального к нему; ] АВ 
в остальных случаях. 


зіп а 

, если В лежит внутри 
V а 2 + Ь 2 — 2аЬ соз а 


зіп а 
На 


17. Обозначим | АС \ = Ь, |ВС|=а. Имеем Ь = — , а = 

зіп С 

п с С 

а, 2аЬсоз т 

I — — — — ( см - задачу 17, раздел I). Следовательно, 


8ІП С 

2к а Н ь соз 


1= . 


а + 6 
С_ 

2 С 

> откуда зіп 2 


НЛ, 


а п Ь 


зіп Сфа + кь) ' Ѵ “ ѴА “ * ЧК + НъѴ 

18. Пусть (рис. 4) О, — центр второй окружности. Из условия 
следует, что ее радиус равен одному из катетов; пусть катет 

| СА | = /?; так как 7?— радиус 

описанной окружности, то СВ А = 
= 30°, | СВ | = кКз. 

Если О — середина АВ, .то 

ОЛО 1 = 30°. Если А х — вторая точ- 
ка пересечения, то 0А 1 0 1 = 

= ОЛО 1 = 30°. Следовательно, об- 
щей хорде этих кругов соответст- 
вуют дуги в 150°, а общая часть 
состоит из двух сегментов, соот- 
ветствующих дугам 150°, площадь 
каждого из которых равна 

5 - 5 л7?з * а 

•^сегм — |2 



Ответ: 


з/з 


5я— 3 ’ 

19. Пусть сторона треугольника х и стороны, выходящие из 
общей точки окружностей, образуют с прямой, проходящей через 

центры, углы аир, а±Р = 60°; тогда соз а — , соз р = ~ 

(или наоборот). Найдя зіп а и зіп р, из уравнения соз (а ± р) = 


= у получим 


Кг у 3 


ѴК 2 + г--Кг ‘ 
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20. Проведем прямую ВА и обозначим через Р вторую точку 
пересечения с меньшей окружностью. Рассмотрим дуги А~В и АР 
(меньшие, чем полуокружность). Поскольку общая касательная 
к окружностям в точке А образует с АВ и Ай равные углы, то 
и центральные углы, соответствующие этим дугам, равны. Следо- 


вательно, 


\АР\ 
! АВ | 


г 

К ’ 


\АР\=а~, \ВС\=уГ { ВР\.\ВА\ = 


21. Решение за дачи а налогично решению предыдущей. 

Ответ: а • 

22. Заметим, что ОлО^О,,— параллелограмм С углами а и 

я-а (О^і/ІС и 0 2 0 Э ±ЛС, значит, 3 и т. д.). 

середина АМ , Ь~ середина МС, то [ 0 3 0 4 [ = = 


Если /( 

I ЛСІ 


2 зіп а 


Аналогично | 0 2 0 3 | 
! АВ 


ВР 


2 зіп а ’ 

I ВР \ 8ІП а 


О1О2О3О4 


следовательно, 


4 зіп 2 а 


' 2 зіп 2 а 


Ответ: 2 зіп 2 а. 

23. Покажите, что биссектрисы параллелограмма при пересе- 
чении образуют прямоугольник, диагонали которого параллельны 
сторонам параллелограмма и равны разности сторон параллело- 
грамма. Следовательно, если а и й — стороны параллелограмма, 

1 с 

а— угол между ними, то 5 = ай зіп а, С} = (а — й) 2 зіп а, -— = 
2аЬ 0 


(а-й) 2 • 
Ответ: 


$ + <Э + Ѵ> + 2С?5 


\ОА\ 


. __ ^1 + ^2 
У $з+*+</’ 


24. Если х — площадь треугольника ОМЫ, а ^ — площадь 
треугольника СМЫ, то 

! оы | X 5з 5А I АМ 

5і $ 2 ’ 5 2 ’ 1 МС 

откуда у - 5і5з -( 5 і + + Я 2 ) 

УД У 5 2 (Я!-5 1 5з) 

25. Пусть в треугольнике АВС угол С прямой, М — точка 
пересечения медиан, О — центр вписанной окружности, г — ее ра- 
диус, СВА= а; тогда 

|ЛВ; = г(сі ё “+сі б (^-| 


Г 81П 


. а . 
зіп 2 зіп 


г У 2 


соз I — а 1 — 


П' 

2 


3» 
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|СМ|=-| АВ\ = 


2 г V 2 


3 |^2 соя \ — >' г 2^ 


| С0\ = гУ г 2, і ОМ \ = г, ОСЛ?= а- 


Записывая теорему косинусов для д СОМ, обозначив соз 
= х, получим 


я 

.т 



1=2 -1 - 

^ 9(2х-Ѵ2) г 


8х 

З(2х-Ѵ2) ’ 


откуда х 


4 у^б-з/г 
6 


Ответ: углы треугольника равны 


я 

± агссоз 
4 


41 / ’б-3/2 

6 


26. Пусть отрезки медианы имеют длину а. Обозначим через х 
меньший из отрезков, на которые разделена точкой касания сто- 
рона, соответствующая медиане. Теперь все стороны можно вы- 
разить через а их. Стороны, заключающие медиану: а У 2-\-х, 
ЗаУ2-\-х, третья сторона: 2а\ г 2-\-2х. Используя формулу дли- 
ны медианы, получим 


п „, 2( а К2 + *) 2 + 2 ( За ^2 + *) г -( 2 а /2 + 2*) г 


„ аѴ 2 

откуда х = — - — . 

Ответ: 10:5:13. 

27. Пусть |ВС|=а, С > Ё, О и Е — середины АВ и АС. 
Четырехугольник ЕЖШ — вписанный (так как МЕЫ = МОЛ' = 


= 90°), \МN\ = а, |ЕО| = 


2’ 


МN - 


-диаметр окружности, опи- 


санной около МЕЫЭ. Следовательно, йМЕ = 30°, САВ — 
= 90° — ЕМО = 60°, СВА'= ЕШ=ЁШ = ~ ЕШО =15°, 

АСВ= 105 е . 


Ответ: Д=60°, В = 15®, 0=105® или Л=60®, В = 105®, 

С =15°. 

28. Обозначим через К и М точки пересечения прямой ЕР 
с ЛО и ВС. Пусть М лежит на продолжении ВС за точку В. 
Если | АО | = За, \ВС\ = а, то из подобия соответствующих тре- 
угольников следует, что | Щ | = | ЛО |=3а, \МВ' = \ВС\ = а 
(рис. 5, а). Кроме того, | МЕ | = | ЕР | = | РК |. Если Іі — высота 

трапеции, то расстояние от Е до Ай будет ~ Іг, 5 Л — 

3 /X с. и і\ 

= 1.1 На = !і^ 5 _ 1 о I 
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Если же прямая ЕР пересекает основание ВС в точке М, то 

і ВМ | — -яг а (рис. 5, 6). В этом случае \- . ^У = 2 : ^ == > и рас- 
° | /Ил I О о 



а) 


Е 



Рис. 5. 


стояние от Е до Ай 



будет | Л, так что 5 ДЕ№ = у5 д ЕВК = 


1 9 

Ответ: ^ 5 или ^ 5. 

29. Пусть О — центр вписанной окружности, М — середина ВС, 
К, Ь, М — точки касания вписанной окружности со сторонами АС, 
АВ и ВС треугольника. Обозначим \АК\ = \АЕ\=х, \ С К \ = 
~\СЫ\—у, | ВТ. | = ] ВЫ 1 =г, у -\-2 = а. По условию | ОМ ; = 

= д ~ г - Следовательно, \ЫМ \ = У | ОМ — \ ОЛ' 2 = 1 /~ ~ — аг 


и один из отрезков у или г равен 


а 

2 



а другой 


а 

2 


+ 



а ‘ 

-^- — аг, уг — аг. Приравняем выражения для площади 


треугольника по формулам Герона и 3 = рг'. 


V (*+</ + г) *і/2 =(х + у + г) г => хаг — (х + а) г 2 =$х = -^-у. 

Таким образом, 5 = ( — 4- д\ г = 

\а — г I а — г 4 

30. Докажем, что если С, и С 2 (рис. 6) находятся по другую 
сторону от ВС, чем вершина А, то центр окружности, описанной 
около Д СС г С 2 , находится в точке О на стороне АВ, при этом 

ВО ' = ' АВ\. Проведя высоту СМ из вершины С, мы получим, 
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что ВС Х СМ — прямоугольник. Значит, перпендикуляр, восставлен- 
ный к СС Х в середине, проходит через О. Учитывая, что С х С г ]вЪ 

и I С Х С 2 1 = ! ВО I, получим, что 

перпендикуляр к С х С 2 в его сере- 
дине также проходит через О. Те- 
перь легко найдем искомый ра- 
диус: 



Г=Ѵ\СМ ; 2 + ! МО ,2= 


31. Разберите два случая: 
1-й, когда основания перпендику- 
ляров находятся на сторонах параллелограмма, и 2-й, когда один 
из перпендикуляров не пересекает стороны, на которую он опущен. 
В 1-м случае мы приходим к противоречию, а во 2-м получим, 
2 аЬ 

что сов а = 

а 2 + 62 

32. Выразив угол Р^^V через углы треугольника и учитывая, 
что РМЯ+Р0Я = 180°, найдем 'РМЫ =60°, отсюда 'ЫР0=0МЫ= 
= 30°, "РN^=РМ^.— 30°, т. е. треугольник Я (ЗУ — равнобедрен- 
ный с углами при стороне РN по 30°, | Рф | = | (±Ы | = . 

33. Из условия следует, что А ВСО — трапеция (ВС] Ай), 
„„“биссектриса У гла ВАО; значит, |ЛВі = |ВС|; аналогично 
|ВС| = |СО|. Пусть | АВ | = | ВС |=1 СО|=а, \АО\ = Ь. Рас- 
стояние между серединами диагоналей 2 г, следовательно, - ^ =2г. 

Проведем высоту ВМ из точки В на Ай, 

Ь — а 


! АМ |=- 


2 г, | ВМ ! =2г. 


Следовательно, а = | АВ \=2гУ2, * = 4г + 2гУ л 2. 

Ответ: 5 = 4г 2 (1^2+ і). 

34. Обозначим углы Л, В и С через а, р и у. Пусть Я — точка 
пересечения высот, 0 — центр окружности, проходящей через А, 
Н и С. Тогда 


НОС =2 НАС =2(90°— у), 
НОА = 2ЯСЛ~ = 2 (90° — а) . 


Но А ОС = 180° — р (так как ВАОС — вписанный), 
+ 2 (90° — а) = 180° — р, 360° — 2а — 2у = 180° — р, 

Р = 60°, | ЛС| = 2Рзшр=2-^=Кз. 


2 (90° — у) + 
2р = 180° — р, 
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35. Обозначив отношение щщ = Ь, будем иметь 8 жр = ~ , 


‘-’ср/ѵ — 


5,„„ = 


^ЛГСР 

^СРN 
АС I 


= Я, т. е. 7Г = Я 3 , 


ІВСІ 


' лвс I уИС ! ' ІСЛЧ 


_(И1)ѴГ , \ 

^С/ШѴ 1 — Т' + лС 


= (Г+Я2(г)=(Я+1)8(Э=(7' 1/3 +д 1/ у. 

36. Если О— центр окружности, то площадь Д ОМЫ в 
а 

37Г# раз больше площади Д КМЫ. Если МОіѴ = а, то 

а = ± У"і — 8іп 2 а. 


Я 2 . о „ 

~ 2 ~ 5Щ а = 5, 8ш а = 


2а5 


'ЯЦа-Я)’ 


С05 


4а 2 5 2 


~ЯЧ“-Я)У' 


Ответ: \МЫ \ =Я^/ 2 ^1 ± 

Задача имеет решение, если 5 ^ ~ ^ 

2а 

37. Если іМС = ВСА=2а, то по теореме синусов найдем 


\АЕ\ 


2т 8іп 2а 


зігГЗа 


\АР\ = 


I АЕ 


2т 8Іп 2а 


сов а зіп За соз а ’ 

Таким образом, .* откуда соз 2а = 1, 5 ДЛВС = 

5т 2 УТІ 


= т 2 2а = 

/ 

38. Точки С, М, О и Е лежат на одной окружности, следо- 
вательно, СМЕ= СОІ =30°. Точно так же СМК = 30°; таким обра- 
зом, ЕМ/С =60° и Д ЕМК — правильный, | КТ | = -4=г. По тео- 

V 5 

реме косинусов найдем, что со 8 ТС/Г = — Поскольку ЪСВ = 

= ЬСК — 120°, найдем | ЯВ |. 

Ответ: і йВ I = - — . 

V 5 

39. Пусть А — точка пересечения прямых ВС и КМ. Четырех- 
угольник ОЫВС — вписанный \0СВ = 0ЯВ = 90°), следователь- 
но, ОВС = ОЯС = ^ . Точно так же вписанным является 

четырехугольник С МАО и САО —'СМО = т. е. 
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Д ОАВ — равнобедренный, 




а 


40. Точки Е, М , В и <3 (рис. 7) лежат на одной окружности 


с диаметром ВЕ, а точки Е, Р, 
О и N — на окружности с диамет- 
ром ЕЕ. 


М 



Таким образом, ЕМ(2 = ЕВ() — 
Е =180 ,, -ЕЁС = еЬ'лГ=ЕР(ѵ; ана- 


логично Е <?ЛГ =ЕЫР , т. е. Д ЕМ(? 
подобен Д ЕРУѴ с коэффициентом 
подобия Ѵ / "' 6. (Для полноты реше- 
ния необходимо рассмотреть и 
другие случаи расположения то- 
чек.) 


Ответ: й V к. 


Рис. 7. 


41. Продолжим непараллель- 
ные стороны трапеции до пересе- 


чения, мы получим три подобных треугольника, причем коэффи- 
циент подобия между средним и большим треугольником и между 
меньшим и средним один и тот же. Обозначим этот коэффициент 
через А, большее основание — через х, радиус большей окружно- 
сти— через /?. Тогда отрезки, параллельные х, будут соответст- 
венно \х и №х, большая боковая сторона нижней трапеции 2Р — , 

второй радиус Значит, Е + А7?= По свойству описанного 

четырехугольника х + \х = 2Р-\-2Р ~ . И наконец, опустив из 

конца меньшего основания всей трапеции перпендикуляр на 
большее основание, получим прямоугольный треугольник с кате- 
тами с, х — К 2 х и гипотенузой сі. Таким образом, имеем систему 


х (1 + Х) =2Р — , 


х(\-\*) = ѴсР-с\ 

Д(1+Ь)=2-, 



й— V с 2 

2 И 2 


Ответ: основания равны 


42. Опустим из центров окружностей перпендикуляры на одну 
из боковых сторон и проведем через центр меньшей окружности 
прямую, параллельную этой стороне. Получится прямоугольный 


72 


треугольник с гипотенузой /? + г, одним катетом Р — г и острым 
углом при этом катете а, равным острому углу при основании 
трапеции. Таким образом, 


созсс 

Большее основание равно 


/?-г 


2Ясі 8 ! = 2*|Л = * . 

2 У 1— созсе У г 
Меньшее основание равно 

2М § “ 2гі/'|^І = 2г і/Л 
2 У 1 + соз а У Р 

43. Возьмем на стороне АВ точку К так, что \ВК\^\ВЭ\, 
а на продолжении АС — точку Е так, что \СЕ\ = \Сй\. По ;ажем, 

что А АОК подобен Д АИЕ. Если А, В и С — величины углов 
А АВС, то 


ОКА = 180°- ІЖВ = 180° _ ^90° - ~ ^ = 90° + А , 
'АЭЕ = 1 80° - СЕЛ - А = 1 80° - А - 4 = 90° + ■ А ■ 

4 4 4 


Т акимобр азом, АКО = АОЕ . Кроме того, по условию ЭАЕ = 
= ГМК. 

Ответ: | Ай \=ѴаЬ. 

44. В обозначениях предыдущей задачи 


I АО * = (! АС | + |СО |)(( АВ |-| ВО |) = 


= ! АС\.\ АВ\-\СО\.\ВО\ + (\АВ\-\СО\-\ АС\.\ВО\). 


Но слагаемое в скобках 


раздел I) 


! АВ | 
\АС\ 


\ВО\ 

|СП| 


равно нулю, поскольку (см. задачу 9, 


. 45- Продолжим ВМ и СМ до вторичного пересечения со вто- 
рой окружностью в точках К и Б соответственно. |ЛПѴ|=| N К і, 

так как АМВ — 90’ и МК есть хорда окружности с центром в А. 

ЬМК = ВМС = ВМО (так как равны соответствующие дуги) . Таким 
образом, |ДѴ| = |МОі=&, \МЫ\-\МК\ = \ММ ?=аЬ, МЫ \ — 
= У аЬ ■ 


46. Заметим (рис. 8), что Р(}±СВ. Пусть Т — точка пере- 
сечения ЛПѴ и Р<2, Т и К — основания перпендикуляров, опущен- 
ных из С и В на прямую МУѴ (I и К. лежат на окружностях, 
построенных на СЫ и ВМ как на диаметрах). Используя свойства 
пересекающихся хорд в окружностях, получим 


\РТ> Г \Т(1\ = \МТ\.\ЕТ\, 
\РТ \-\ТЧ\ = \МТ \‘\ТК\ш 
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Но \1Т\ = \СО\, \ ТК\ = \БВ\ (так как С07СВ — прямоугольник, 
аР<Э±СВ). Таким образом, | ЫТ \ ■ \ СО | = | МТ \ • | Об I, = 
] СО I 

= тшт , т. е. прямая Р() делит СВ и МЫ в одном и том же 

отношении; значит, Р( 2 проходит через А, а О есть основание 
высоты. 

~ I ВО I 1 
Ответ: 

|ОС| Ѵз 




47. Пусть (рис. 9) 6С=2а, б0 = 2р. Тогда 

| ЛС | = 27? соз а, | СІ | = 27? зіп (а + Р), 

| СМ | = | СО | соз (90° -р) = 27? зіп (а + Р) зіп р , 

АМ | = | АС \ — \ СМ | = 27? [соз а— зіп (а + Р) зіп Р] = 

= 27? [а» а - -і соз а + -5 соз (а + 2р^ = 27? соз Р соз (а + Р) 

и, наконец, ] АЫ |=а = | АМ | соз а = 27? соз а соз Р соз (а +р). 
С другой стороны, если ТС, Р и (}— середины АО, СО и СО соот- 
ветственно, то I КР | = у | ЛС | = 7? соз а, |Рд<=-5_ ( /СЯО" = 
= 'КРО +'бр$'=а+ 180°-СОО = а+ 180°-2а -2р = 180°-а — 

П2 

— 2Р и, по теореме косинусов, ) КО. | 2 = -^- + 7? 2 соз 2 а + 7? 2 созах 
X соз (а + 2Р) = ~ — |- 27? 2 соз а соз Р соз (а + Р) = + 7?а. 

Ответ: -51+7 ?а. 

48. Пусть прямые АМ и АЫ пересекают прямую ВС в точ- 
ках О и Е. Легко видеть, что треугольники ЛВО и АСЕ равно- 
бедренные (биссектриса является высотой), т. е. | Об | равняется 
периметру треугольника АВС, а МЫ — средняя линия в треуголь- 
нике АЕ)Е. 
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49. Обозначим одну из точек пересечения, через которую 
проходит прямая, через С. Пусть В ѵ В. 2 , В 3 — основания перпен- 
дикуляров, опущенных из О х , 0 2 , 0 3 на прямую, а К и М— точки 
пересечения прямых, параллельных ЛіЛ 3 , проходящих через 0 1 
и 0 2 , соответственно с 0 2 В 2 и 0 3 В 3 . Поскольку В х и В г — середины 

хорд АіС и СА 2 , I ВуВ 2 і = -і- 1 А^А 2 1. Если а — угол между пря- 
мыми АіА 3 и 0і0 3 , то 


I А г А 2 1 

I О х 0 3 1 


2 1 В г В 2 1 

I 0 \. 0 2 | 


2 


0 2 К 
I ОА! 


2 соз а; 


аналогично 


1 А 3 А 3 ] „ 

і О 2 0 3 | 


соз а; 


отсюда следует искомое равенство. 

50. Имеем 


МА 


АВМ 


ті т 


В А ! зіп МВ А 


I МС ! 


>мвс 


\ВА , 2 


_1_. 

2 1 

ВС\ 


МВ | ■ і ВС | зіп МВС 
зіп I МВА ! 


I ВС I 2 


зіп МВС 


ВА 


Но зіп МВС — зіп ВАС, зіпМВЛ = 8Іп ВС А , а по теореме синусов 

— = В :і ~- Следовательно, 

зіп ВЛС зіп ВСЛ І МС 1 !ВС 

.. „ I ЛМ.а | ЛС ! \АN? |ЛО| 

51. Из задачи 50 следует, что щщ г = — 

Если /С— точка пересечения МіѴ и ЛВ, то 


1 МВ I* | ВО I ' 


\АК\ 
I кв\ 


$АМЫ _ | А1Л | • 1 АМ | зіп МАМ 
8 вм\ | МВ \ • | МВ | зіп МІВМ 



\АР\ __ Л Г «Р 
7 щ V (Я-1НР-1Г 


52. Пусть К, С, М к // — точки касания сторон ЛВ, ВС, СО 
и ОЛ с окружностью. Обозначим через Р точку пересечения АС 

и КМ. Если Л/ОИ = ф, то /СМС=180° — ф. Таким образом, 
\АР\_ 8 акм Л/С1-1КМ 1 зіпф {АК1 д 

\ рс \ 8 кмс А- | КМ | • | МС | зіп ( 1 80° — ф) 1МС| ь 


Но в таком же отношении разделит АС и прямая N1. Значит, пря- 
мые АС, КМ и N1 пересекаются в одной точке. Применяя те же 
рассуждения к диагонали ВО, мы получим, что ВО также про- 
ходит через точку Р. Искомое отношение равно а/Ь, 
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л О 53 - Пусть р И (} — точки пересечения соответственно ВК и АС, 
ли и ОС. Прямая 0_Р пересекает Ай в точке М, ВС — в точке N. 
Используя подобие соответствующих треугольников, можем запи- 
сать следующие равенства: 

\АМ\ ! В/Ѵ ! ! МК | [ АК | — | АМ \ 


і ЛШ: 


Если \ АМ | ■ 
Я, — дг 


-х | Л О I, то 


I А'С | \АМ | 

| АМ | 


I АМ 


! АМ 


і МО 


I АО, 


I АМ 


1-х ’ \- х - 


X 

Ответ: 


откуда х — 
АМ | 


Я+1 

Я 


\ АО | Я + 1 


Если Я = — , то [АМ' 


1 


■ | ЛО |. Таким образом, взяв сна- 


П’~ 71+1 

чала К совпадающей с О (Я=1), получим в качестве М, сере- 
дину Лй; взяв К совпадающей с М ѵ найдем, что М, отделяет 1/3 
от АО, и т. д. 

54. Пусть | КМ | = КЫ\=х, \АО\=у, \ОВ[=г. Тогда; СО 1= 
У г ’ У ~\-2 = с. Радиус вписанной в д АКБ окружности равен 

2~і с °1=2 -Ѵуг- Выразим площадь треугольника АКБ по фор- 
мулам Герона и 5—рг. Получим уравнение 

1' ( х Ь У+ г ) хуг = (х + у + г) ~ уг ■ 

Учитывая, что т/+г = с, найдем х = с/ 3. 

55. Проведем через Л 2 прямую, параллельную АС. Пусть 

Н — точка пересечения этой прямой с АВ. Из того, что ' ' 


В,А г 


\АС 1 1 ! АР 

- = к, найдем 


ЯС У \ 

А& I “Т * ~СЩ = К ’ наидем 'і^вТ = ЩІТ)2- Точно 
так же, проведя через С 2 прямую, параллельную АС, до пересе- 
чения с ВС в точке 5, получим, что . Поэтому 

точки /?, Л 2 , С 2 и 5 лежат на одной прямой, параллельной АС 
Таким образом, стороны Д АВС и д Л 2 В 2 С, параллельны. Теперь 
нетрудно получить, что | Л 2 С 3 | = | | - 1 ЯЛ 2 | - 1 С 3 5 | == | АС | х 

* — (к+1) 2 поэтому коэффициент подобия равен . 

56. Воспользуемся следующей формулой для площади тре- 
угольника: 5 = 2Р 2 зіп А зіп В зіп С , где Л, В и С -величины 
углов треугольника. Тогда площадь треугольника Л.В.С, где А, 
В, и С у точки пересечения биссектрис д ЛВС с описанной 
окружностью, будет равна 

с 9пг,;„ Л + В . В + С . С+Л С А В 

5 і = ап __ 8ІП — — яп ~ 2 ~ = 2Д 2 соз ^ соз у соз " 


5 . . Л . В С 

-я- =8 зш зіп - зш 


2 ” 
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С другой стороны (рис. 10) имеем: | ВС | = 2К зіпЛ , 





2Я $іп А, г * — 

. В . С 

5Ш 2 5Ш 2 


2 2 

г . 5 2г 

То, - таким образом, =- 5 -. 

»Ьі /\ 



А 



в 


С 


Рис. 10. 


57. Пусть О — центр подобия вписанного и описанного тре- 
угольников, М, и М 2 — две сходственные вершины (М 1 лежит на 
стороне АВ), отрезок О А пересекает вписанный треугольник 



шесть таких треугольников и сложив их площади, получим 



58. Пусть О — центр описанного круга, Н — точка пересечения 
высот Д АВС. Поскольку прямая ОН перпендикулярна биссек- 
трисе угла А, то она пересекает стороны АВ и АС в таких точ- 
ках К и М, что | АК | = [ АМ |. Таким образом, | АО \ = | ОБ | и 

АОВ = 2 С (считаем, что угол С — острый), б АК = 90° — С — НАМ. 
Значит, д ОАК = Д НАМ и \ОА\ = \НА\—К (Н — радиус опи- 
санного круга). Если О — основание перпендикуляра, опущенного 


1 К 

из О на ВС, то і 00 | = — | АН | = . Следовательно, соз А — 


= соз ООС = и А = 60®. 


59. Докажите, что треугольник будет остроугольным, прямо- 
угольным или тупоугольным, если расстояние между центром 
описанной окружности и точкой пересечения высот будет соответ- 
ственно меньше, равно или больше половины наибольшей стороны. 

Ответ: углы треугольника равны 90®, 60® и 30®. 
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или 


( 1 ) 


60. Условие 5 аВОМ —8 авск означает, что 

| ЕЮ | ■ | ВМ | = | ВК | • | ВС ; 

(і ВА\ + \АС [) | ВМ | = | ВК | • | ВС |. 

Проведем через М прямую, параллельную ЛС; пусть В — точка 
пересечения этой прямой с В А. Докажем, что | ДМ | = ! /СД ]; от- 
сюда будет следовать, что искомый угол ВКМ — -^ ДЛСГ= — . По- 
скольку д ВЬМ и Д ВАС подобны, то 

|Я ' И| МСІ, ІМ'-І®" 1 ■ 


ІШ| = - 


ВС 


I ВС : 


Теперь найдем из (1) | ВК | и посчитаем \КЬ\ = \ВК\— ВЬ = 
_ ! в А | + 1 АС ! , \ВМ\ I ВМ | 

I ВС \ ' ТЩ"' АВ ' = ТШ^ АС ^ т- е ‘ вса 

мом деле | СМ | = | ДЕ |. 

Ответ: а/2 


61. Пусть |ЛП| — а, ! ВС |=й. Опустим из О перпендикуляр ОК 
на АВ. Теперь можно найти | ВК 

V аЬ 


= ѴаЬ т Ь |ВВ|=У"а6 Ь 


| МК 
= аЬ 


-Г~ ѴаЬ НГа 

2 аЬ 


& а ~ ь 


(а-Ь)(а + Ь)' 
ЕК]-\МК\. 


ОК 


аЬ 


2 (а + Ь) ’ 


6 + а’ 

В/С 1 = 1 ВЕГ 


а — Ь' 
ВК | = 


Легко проверить, что |0К |*«= 


Ответ: ЕОМ = 90°. 

62. Заметим, что точки Л, М, N и 0 лежат на одной окруж- 
ности (рис. 11). Следовательно, /ѴЛЮ = ОЛ/Ѵ = 90° — ЛОЛ^. Зна- 
чит, при повороте О А вокруг О 
на угол <р прямая КМ по- 
вернется на такой же угол ср 
(в другом направлении), а при 
перемещении Л по прямой О А 
прямая КМ перемещается па- 
раллельно самой себе. Отсюда 
следует, что искомый угол ра- 
вен а. 

63. Если Ох — центр мень- 
шей окружности, а ВОЛ^ф, то 
ВЛО = 90° — ^ , СО^Л==90° + ф, 

СА0 1= = 45 е — . Таким образом, 

ВАС = ВАО'-СА0^= 45°. 

_ Ответ: 45*. 

64 ,- Построим н^ЛВ внутри квадрата правильный треуголь- 
ник АВК. Тогда /СЛВ = 60°, КСО = 15°, т. е. К совпадает с М, 
Ответ: 30°. 
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65. Если ВАС = 2а, то легко найдем, что КМС-^МКС — 
= 30° + а, т. е. | ЛГС | -= | КС Продолжим МК до пересечения 
с окружностью в точке Ы\ А КМС подобен Д КАЫ, значит, 

] ЛЛ/' [ = ] /СЛ^ 1 = /? — радиус окружности (так как АМN = 30°). 
Точки А, К и О лежат на окружности с центром в Ы, 


АЫО — 60 ф ; следовательно, АКО = 30° или 150°, в зависимости от 
того, тупой или острый угол АМС. 

Ответ: 30° или 150°. 

66. Проведем (рис. 12) биссектрису угла А и продолжим ВМ 
до пересечения с нею в точке N. Так как |ВМ| = |7ѴС|, то 

ВЫС — 120°; значит, и углы 

ВЫ А, СЫА также по 120°, 

ЫСА = ЫСМ = 20°, т. е. 
д ЫМС = д ЫСА, | МС | = 

= \АС\, Д АМС — равнобед- 
ренный. 

Ответ: 70°. 

67. Опишем около Д МСВ р 

окружность (рис. 13) и продол- 
жим ВЫ до пересечения с нею Рис. 12. 

в точке М х ; | СМ г | = | СМ |, так 

как углы, на них опирающиеся (80° и 100°), в сумме дают 180°; 
М^СМ = М 1 ВМ — 2й°, т. е. ЫС — биссектриса угла М Х СМ, и 

д М^СЫ = А ЫСМ, ЫМС== ЫМ^С = СМВ = 25°. 

Ответ: 25° , 





68. Возьмем на ВС точку К (рис. 14) так, что К АС = 60% 
МК |! АС. Пусть В — точка пересечения АК и МС\ Д АЬС — пра- 
вильный, Д АЫС — равнобедренный (подсчитайте углы). Значит, 
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А ВЫС также равнобедренный, ВСЫ = 20°. Теперь найдем углы 
ЫВМ и МКЫ — они по 100°; так как Д МКВ правильный, то 

углы КВ N и N КВ -по 40°, т. е. |/(Л/| = |ТУѴ) и Д МКЫ = 

= лМВЫ, ЫМВ = КМЫ = Ж. 

Ответ: 30®. 



69. Возьмем (рис. 15) точку К так, чтобы КВС'='КСВ = 30®, 
и обозначим через В точку пересечения прямых Л4С и ВК. Так 

д как д ВЫ С равнобедренный 

(ЫВС = ЫСВ = 50°), то /ОѴС = 
= 40®. Точка В есть точка пе- 
ресечения биссектрис треуголь- 
ника N КС (ВК и ТС — биссек- 
трисы). Следовательно, ЫВ так- 
же биссектриса угла КЫС и 

ВЫВ — 60°; ВЫ, в свою оче- 
редь, биссектриса угла МВВ; 
кроме того, ВЫ 1 МВ\ зна- 
чит, ВЫ делит МВ пополам и 

МЫВ = ВЫІ^= 60°, а 1\ШС = 
= 30°. 

Ответ: 30®. 

70. Пусть О — центр вписанной окружности; точки С, О, К 

и М лежат на одной окружности: (сОК~= — -(- — = 90® — = 

. \ 2 2 2 

= КМВ=Ш а — КМС\ если же точка К — на продолжении ЫМ, 

то СОК = СМК^. Таким образом, О/СС'=ОЛ4С = 90“. 

71. Обозначим через К точку пересечения окружности с цент- 
ром В и радиусом | АВ | и окружности с центром Р и радиусом 

\ АР \. Тогда А КС = 180 ® — АКЕ = 180° — ^ ; учитывая усло- 
вие, получим, что СКВ=180®-|; значит, К лежит на окруж- 
ности с ^центром О и радиусом | СО ]. Поэтому /ГвТ = АВР] 
КВО = СВО, Т. е. ЕВО = -і ЛВС~=|-. 

Ответ: А 

72. Если Р лежит на дуге АВ, () — на дуге АС, то для углов 
РАВ = ф, СЛС = г|> получим два соотношения: 


I 5ІП 2 (С — ф) = 5ІП ф зіп (В + С — ф) 

I $іп 2 (В — ф) = 8іп г|) 8Іп (В + (?— ф) 

_*, / 1 — соз 2 (<? — ф) = соз (В + С — 2ф) - с Оз (В*+ С), 
1 1— соз2(В — ф)=соз(В + С— 2\|з) — со8(В + С) # 
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Запишем разность этих равенств: 

8Іп (В + С — ф— т|і) зіп [(В— С) + (ф — ^)] = 


= зіп (В + С — ф — ф) зіп (ф — гі?) , 

откуда (поскольку 0 < В + <? — ф — ф< я) получим, что В'— С + 
+ (Ф — і(>) = п — (ф— ф). 

Ответ: Л . 

^^73. Докажем (рис. 16), что Д СМ N подобен Д СЛВ. Имеем 

МСМ = СВА. Поскольку че- 
тырехугольник СВОМ вписан- 
ный, то 


I см\ 


зіп СВМ зіп СОМ 


1 СВ 


зіп СМ В зіп СОВ 
зіпОВЛ | Ай I I СЛЧ 


зіп АЭВ 


\АВ I 


\АВ I 


Значит, СМ/Ѵ = ВСА, т. е. ис- 
комый угол равен или ~ или 



180 е 

74. Пусть АВС= 120°, ВО, АЕ, СМ — биссектрисы д АВС. 
Покажем, что ОВ — биссектриса угла ВОС, а ОМ — биссектриса 
угла ВОЛ. Для этого достаточно показать, что 

! ВЕ I I ВО I 

| ВС і “ I ОС I 

(аналогично для точки М). Но это вытекает из соотношений 


| ВВ | I ЛВ| 

| ВС I I АС I ’ 

, _2 | ЛВ |.| ВС |соз 60° 1 ЛВ | • | ВС | 

1 |ЛВ| + |ВС| ■ ( лв | + ! вс | 


(см. задачу 17, раздел I) и 

Гос I == 


| ЛС I • | ВС I 
ЛВ| + |ВС| • 


75. Обозначим ЛВО = а, ВОС = ф. По условию ОЛС = 

= 120* — а, ГВЛС = 30“+ а, ЛОВ = 30° — а, ОВС = 60° + а. По 
теореме синусов для треугольников ЛВС, ВСО, ЛСО получим 

! ВС I 8іп(30° + к) 1 

| ЛС | зіп (60° + 2а) 2 соз (30° + а) ’ 

1 ос і зіп (60“ + а) 

I ВС | зіп ф ’ 

| Л С | зіп (30° — а + ф) 

|ОС|~ зіп (120“ — а) • 
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Перемножая эти равенства, будем иметь 

$іп (30°— а + ф) = 8іп (30° + а + ф) — 8іп(30° + а — ф) => 

=> зіп (30° — а + ф) + 8іп (30° + а — ф) = 8іп (30° + а + Ф) => 

=> сое (ф — а) = зіп (30° + а + ф) => 

=> зіп (90° — ф + а) — 8іп (30° + а + ф) = 

= 2 со5 (60° + а) 8іп (30° - ф) = 0; 

таким образом, ф = 30°. 

76. Докажите, что если О и О г — центры окружностей, описан- 
ных около д АВС и д ЛОВ, то д АОО г подобен Д ЛСО. 

Ответ: аЯ- 

77. Если К — середина АВ, а О — центр круга, | АВ \=2Я=с, 
то 

|СМ| 2 = |СО | 2 +|ОМ| 2 = |СО| 2 + |ОК | 2 = 

= | ЛО | • | ИВ |+К 2 + | ОО ! а = (| О А |-| ПО |)(| ОВ| + |00|) + Я 2 + 
+ | ПО | 2 = (Д- 1 ПО I) (К + І ОО |) + Я 2 + | ОО | 2 = 2І? 2 . 


Значит, | СМ | = У?1^2 =~\ г 2 • 

78. Пусть КМ — отрезок, параллельный ВС, N и В— точки 
касания вписанной окружности со сторонами АС и ВС. Как из- 
вестно (см. задачу 18, раздел 1), | АЫ | = | ЛВ | — р — а, где р — 
полупериметр А АВС. С другой стороны, ! ЛІѴ | = | ЛВ | — полу- 

р — а Ь 

периметр Д АКМ, подобного д АВС. Следовательно, — , 


а * 

" а — Ь' 
Ответ: 


2 а 2 


а—Ь' 

79. Докажите, что если а, Ь, с — длины сторон треугольника, 
то периметры отсекаемых треугольников будут 2(р — а), 2 (р — Ь), 
2(р — с). Следовательно, если К — радиус описанной окружности, 

-Ь . р 


ТО І?1 4- /?2 4* йз — 


р—а 


Р Р 
Ответ: Я — Йг + Йз+Й з- 


Я = Я. 


80. Если ВЛС = а, то I АМ 


АС | 


ЛуѴ ! 


АВ і 



зіп а зіп а 

| АМ | : | АЫ 1 = | ЛС | : | АВ |; таким 
образом, Д АМЫ подобен Д АВС с 

коэффициентом подобия 


I ВС 


8іп а 
-=2Я. 


тому I МЫ I 

1 1 зіп а 

81. Пусть (рис. 17) О х и 0 2 — 
центры пересекающихся окружностей. 
Обозначим их радиусы через хну, 
| ОЛ | — а. Поскольку треугольники 
А00 1 и Л00 2 , как следует из усло- 
вия, равновелики, то, выражая их 
площади по формуле Герона, учи- 
тывая, что | 0 1 А\=х, 100x1 = 1? — х, 
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\0 2 А\=у, ОО-і — Я—у, найдем 


V- 


(К — а) (Р + а— 2х) 

2 ‘ 2 


(а + 2х— Я) 


(В + а) 

2 

_ і/~ (К + а) (Я — а) (Я + а—2у) (а + 2у—К) 

У 2 ‘ 2 ' 2 2 


=> а 2 _ (Д _ 2*) 2 = а 2 - (Я - 2у)*, 
откуда, поскольку х Ф у, получим х+у = Р. 

82. Пусть АВ и СО — данные хорды, а М — их точка пересе- 
чения. 

а) Дуги АС и ВО в сумме составляют полокружности; сле- 
довательно, | АС | 2 + | Вй | а = 4/? 2 ; таким образом, 

| АМ | 2 + 1 МС | 2 +| МВ |*+ [ МО | 2 =. | АС | 2 +| ВО | а = 4Р 2 , 


б) | АВ\* + \СО\* = (\ АМ\ + \МВ\) г +(\СМ\ + \МО\у = 

= АМ | а +|МВ| г +ІСЛ4 2 |+|ЛЮі®4-2| і4М| • \МВ\+2\СМ\. |ЛШІ = 
= 4Р 2 + 2 (/?* _ Я) + 2 (Р 2 - *) = 4 (2Р 2 _ <**). 

83. Если М— вторая точка пересечения ВС с меньшей окруж- 
ностью, то | ВМ Ч = | РС |.(М - между В и Р), \ВР\ = \МР\ + \ВМ\, 
|ВР|.|РС| = Р 2 — г 2 , | МР і 2 + I РА | 2 = 4/-3, ІРЛ І 2 4-'|РВ| 2 4- 
-ЫРСГ 2 = |РЛ[ 2 + (|РВ| — |Рс:!) 2 +2|РВ|-[РС|=(!РЛ! 2 -НМР| 2 )-1- 
+ 2 (I РВ I • I РС |) = 4г 2 + 2 (Р 2 -г 2 ) = 2(Р 2 + г 2 ). 

84. Обозначим (рис. 18) длины отрезков хорд, как на ри- 
сунке, диаметр — через 2 г\ используя то, что углы, опирающиеся 
на диаметр, прямые, а ху = иѵ, получим 

х (* + У) + “ (« + ѵ) = х 2 + ху + иѵ + и 2 = 

= (и + о) 2 х а — ѵ 2 = (и + о) 2 4- т 2 = 4г 2 . 

85. Если а, (3, у, б — дуги, соответствующие сторонам а, Ь, с 
и А, то доказываемое равенство соответствует тригонометрическому 

5ІП ^СОЗу + СОЗ-” ЗІПу =8ІП^-С08-|-+С05 5ІП у ИЛИ 8ІП ( — У ^ 

т 


= 51П 


іѵиму 

*)- 



Рис. 18. 



86. Пусть (рис. 19) АВСО — вписанный четырехугольник. 
Опишем около д АйР окружность. Обозначим через М точку 

пересечения этой окружности с прямой Р(}. Имеем Ш4Р = ПАР = 

= ВСй. Следовательно, четырехугольник СОАД? — вписанный. 
Поскольку, по условию, касательные, проведенные из Р и 
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к исходной окружности, равны а и Ь, будем иметь 

|<ЭМ|-!<г/ 5 і = !СРі- = 

\РМ\-\РС1\ = \РО\-\РС\=а?. 

Сложив эти равенства, получим 

і Р(} ] * = а? + Ь‘'-, | РЧ\ = У"а? + Ь*. 

87. Отрезок <2 М равен (см. задачу 86) V (Ь- — В 2 ) + (с- — Я 2 ) = 
= V Ь г + с 2 — 2Я 2 . Пусть АВСИ — данный четырехугольник, <2 — 
точка пересечения ЛВ и СО. Для нахождения длины РС 2 опишем 
окружность около Д ()СЛ, обозначим точку пересечения С/Р с этой 

окружностью через N. Поскольку АNР = АС^=АВР, точки Л, 
В, N и Р также лежат на одной окружности. Имеем 

\^Р\^\^N\ = \^А\^\^В\ = Ь*-ф, 

| Р/Ѵ | . | /><2 | = | СР | • | РЛ | = Д 2 -а*. 

Вычитая второе равенство из первого, получим 
і С?Р ? = Ь* + а*-2ф. 

Аналогично 

| РМ і 2 = с 2 + а 2 — 2Р 2 . 


88. Радиус вписанной окружности заключен между величи- 
нами радиусов двух предельных случаев. Он не может быть меньше 

радиуса окружности, вписанной в 
треугольник со сторонами а-\-Ь, 6+ с, 
с+а, который равен 8/р, где В — 
площадь, р — полупериметр треуголь- 
ника; таким образом, 

V (а-\-Ь-\-с) аЬс _ 
а+й + с 



г>*=- 
Р 


V: 


аЬс 


С другой стороны, радиус меньше ради- 
уса окружности, изображенной на рис. 
20 (на этом рисунке противоположные 
Рис. 20. касательные параллельны, точка С 

«убегает» в бесконечность). Поскольку 
для углов а, () и у, отмеченных на рисунке, выполняется равен- 
ство а + Р+Ѵ = тг и 1§а = -^, = = где р-ра- 

диус изображенной окружности, будем иметь 1&(а+Р) = -^^, 


или 


р р 




ас 

Р 2 


, откуда р = } г аЬ-г Ьс-{-са. Таким образом, 


/ 

У 


аЬс 


а + й + с 


< г 


V аЬ-\-Ьс -{- са. 
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89. Пусть М — точка пересечения прямой СВ с линией цент- 
ров данных окружностей. Обозначим \АМ\=х, АСВ~= <р, 

АВ 2 — 2гх, \АС\ 2 = 2#х, 5 Іпф=— Если р — радиус ок- 
ружности, описанной около д АВС, то о — — В ■ __ I ЛВ ; • | АС і _ 

. . г 2 8іп ф 2 л: 

_Ѵ2гх-Ѵ2Кх 

2х —ѴК Г - 

Ответ: V Яг . 

90. Пусть (рис. 21) 0 Х А0 2 = ф (Ох, О г — центры окружностей, 
А — наиболее удаленная от ВС точка их пересечения). Покажем, 

что ВАС = ^-. ^Для другой точки угол будет 180°— В са- 
мом деле, ' 

ВАС — 1 80° — АВС — ВС 180°— (90° — АВО^ — (90° — АСО^) = 

= АВО[ + АСОІ =' 'ВА0 1 + САО, = О^АО г —'ВАС — ф - ВАС. 
Пусть і О 1 Р 2 ! = О" Проведя 0 2 М [[ ВС (М — на О^В), получим 
! ВС I = I 0 2 М I = Ѵ\ О А 2 -\0 1 М ; = Ѵа 2 - (Я - г)К 


Из Д ОіАОі найдем сок ф = 


Я 2 + г 2 — а 2 
2 Яг 


таким образом, радиус 


окружности, описанной около д АВС, равен 
I ВС | У а 2 -(Я -г) 2 


Ѵа 2 -(Я-г) 2 


2 8ІП 


1 /~ 1 — С08 ф 

V 2 


ѵ*У і 


Я 2 + г 2 -а 2 


= ѴЯг 


2 Яг 


Ответ: У Яг (для обоих треугольнике ). 




91. ВО и СО — биссектрисы углов АВС и ВСВ. Обозначим 
через а, Р и у величины соответствующих углов (рис. 22). Но 
а+ДР + 2у-|-а = 2л, значит, а-(-Р4-Ѵ = зг ; отсюда следует, что 
ВОЛ = у, СОВ = Р и д АОВ подобен д СОВ, откуда 


I АР\ 1 ОВ [ 

\АО\ | СВ | ’ 

Ответ: 

4 п 


1 ЛВ I - 1 СВ ! = I ЛО I • і ОВ і 


,4В , 2 

4 
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92. Из условия задачи следует, что биссектрисы углов С иО 
пересекаются на стороне АВ. Обозначим эту точку пересечения 
через О. Опишем около Д ООС окружность. Пусть л — вторая 
точка пересечения этой окружности с АВ. Имеем 

ОКА = ОСО '= ^ 6СВ = ~ ( 1 80° - Ш) = ~ (ОКА + АПК) . 

Значит, ОКА — АОК и \ АО\ — \ АК\. Аналогично \ВС\ = \ВК\\ 
следовательно, | АО |4-| СВ |==] АО |, Ь-\~\СВ\ = а. 

Ответ: а — Ь. 

93. Пусть Р — точка пересечения прямой ОЁ с АВ, К — точка 

на АВ такая, что КО АС. Д А КО — равнобедренный (КОА = 
— ОАС — блК). Значит, КО — медиана в прямоугольном тре- 
угольнике и | МЫ | = -2 | КО і = 1 АР I = 1 АЕ | = -і- а. 

94. Пусть (рис. 23) второй точкой пересечения окружностей, 

описанных около А АВС и Д АВхС х , будет А г . Из условия сле- 
дует, что | ВВх |“=| ССх |, кроме того, АВАх = АСАх и ЛВ 1 А 1 = 
= АСхАх- Следовательно, Д А х ВВх— А АуСхС. Значит, \АхВ\ = 
= | |, Пусть АВС — §, АСВ — у, = АСА 1 = ф. Так как 



Рис. 23. 


Д АхВС равнобедренный, то АхВС= А Ѵ СВ, т. е. Р + ф = Ѵ — Ф. 

у — 8 

Ф = - ^ и, если радиус окружности, описанной около Д АВС, 
равен Р, то | А Ах | =2Р зіп ^ 2 но а — АВ — \ АС \ = 
= 2Р (аіп у— 8іп Р) = 4Р 5Іп с 05 = 2 і А Ах | віп ^ , следо- 

вательно, | ААх | = — - — . 

2 . сс 

&т ~2 


95. Заметим, что точки А, О, М, В лежат на одной окруж- 
ности (АМВ измеряется полусуммой дуги АВ и дуги, симметрич- 
ной АВ относительно ОС, т. е. АМВ = АОВ). Далее, отложим 
\ МК\ = \ МВ \ на АМ, тогда А АКБ подобен д ОМВ. 

Ответ: [ АВ | = 2 а. 

96. Пусть |ЛЗ|=2г, | ВС | = 2/?, 0 Х — середина АВ, 0 2 — се- 
редина ВС, 0 3 — середина АС, 0 — центр четвертой окружности, 
радиус которой х. Из условия следует, что | 0 1 0 3 \ = Я, 0 3 0 2 | = 
— г, |0 1 0і=г+д:, |О а О| = Я+л:, | 0 3 0 | = г — дс. Приравни- 
вая выражения для площадей треугольников 0 1 00 3 и 0 3 00 2 , по- 
лученные по формуле Герона и как полупроизведение соответст- 
вующего основания на высоту, получим два уравнения: 

Ѵ(Р + г)г(Р—х)х = — ра, 

Ѵ(Я + г+х)Кгх = у (Я+г) а. 


Возводя уравнения в квадрат и вычитая одно из другого, найдем 


Ответ: - - . 

97. Пусть Я — основание перпендикуляра, опущенного из N 
на прямую МВ\ тогда \ МР = Я соз а, следовательно, \МР\ равно 
расстоянию от центра О до АВ, но расстояние от вершины тре- 
угольника до точки пересечения высот вдвое больше, чем рас- 
стояние от центра описанного круга до противоположной сторо- 
ны, т. е. | МР | = -і- \ МК\. 

Отсюда следует, что если М находится на большей из дуг, 

т. е. АМВ — а, то | МК | = Я; если же ЛѵМВ = 180° — а (т. е. М — 
на меньшей дуге окружности), то I КК | 2 = Я 2 + 4Я 2 соз 2 а4- 
+ 4Я 2 соз 2 а = Я 2 (1 +8 сов 2 а). 

( Я, если М — на большей дуге окружности, 
Я У I + 8 соз 2 а , если М — на меньшей ду- 
ге окружности. 

98. Пусть АВС — данный треугольник, СО — высота, О г и 0 2 — 
центры окружностей, вписанных в д АСО и Д ВОС, К и С — 
точки пересечения прямых ОО х и О0 2 с АС и СВ. Так как 
Д АЭС подобен д СИВ, а КО и СО — биссектрисы прямых углов 
этих треугольников, то Ох и 0 2 делят соответственно КО и СО 
в одинаковом отношении. Значит, КСЦ0х0 2 . Но четырехугольник 

СКОС — вписанный (КСС^=КОС^= 90 е ). Следовательно, СКС~= 

— СОС — , ССК =СОК = -^. Таким образом, прямая 0 2 0 2 

образует с катетами углы в Если М и К — точки пересечения 
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0 г 0 2 с СВ и АС, то ДСМ0 2 =дС00 2 (сО г - общая, 6 2 СО = 
= 0 2 СМ, С00 2 = ^ — СМ0 2 у Значит, \СМ\— \ ЫС \ — к. 

Ответ: площадь треугольника равна углы -5-, 

99. Обозначения понятны из рис. 24. СКОВ — прямоуголь- 
ник. Поскольку ВКА — 90° + а, ВВА— 90° — а, то четырехуголь- 
ник ВВКА — вписанный, 

I ЬС | йсозсс 1. 0 ... 

® *Р I ед | и — о «п (О 


Если Я — радиус окружности, то 


8 іп а 


2 8ІП ф 2 8ІП ф ' 

Поскольку ~ВОК'— 2ф, то I ОуѴ — соз ф = — — = — - — 

т 2 {§ф 8іп 2 а 

зовались равенства (1) и (2)), 

|ОМ! = іОАЧ 8Іп(90 в -2а)==ЛІ?і?^ = /ісіе 2 а 

81 П 2а & 

и, наконец, 

уІ^Ы</4 \ = ѴЯ*-\ОМ ;• = У 4 А* сіе 2 2 а = 

= Ву ^-( 1 +сіе 2 ф) — сіе 2 2 а = Іі У 


(2) 

(исполь- 


4 \ ' 8іп 2 2а; 


сіе 2 2 а = 


= А )/т + 1 = Чг* 'Рб\=нѴі. 


Если теперь отрезки | Рй | и | 0(1 \ хорды обозначить через х и 

у, то х-\-у—кУ^Ъ, ху = №, откуда 
„ найдем, что искомые отрезки хорды 



будут равны 
В 


/5+1 н /5-1 


к. 



100. Пусть (рис. 25) Р и <2 — точки касания касательных, 
проведенных из Е. Докажем, что | ЕР | = ] | = | ВО I, В самом 
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деле, 

I ЕР | а = (| Ей ; + | ОС !) (| ЕЙ |-| ИС |) = 

= | ЕЙ і а -| ОС , 2 = ! ВС | 2 — | ОС | 2 = | ВО і 2 
(по условию ■ ВО | = I ВС ). Обозначим 

| /СЛГ |=дс, і РІ\І 1 = 1 ЫА \ =у, |В(?і = |ВР|=ІВО|=г. 
Тогда \ КЕ\ — х-\-у—г. Имеем 

5 КЕN = 2 ' КМ I • I В А I = у* (2# — г) , 
с другой стороны. 


$КЕЫ ~ 5 тѴ + 8 ЕОК ~ $ЕОМ = 

= 2 Р[х + х + у — г-у—г] = Р(х-г) 

(О- центр окружности). Таким образом, \ х (2Р — г) = Р (х — г), 

х = 2Р. 

Ответ: 2Р. 

101. Заметим, что если мы рассмотрим систему из я векто- 
ров, имеющих начало в центре правильного я-угольника, а концы 
в его вершинах, то сумма этих векторов равна нулю. В самом 
деле, если мы повернем все эти векторы на угол 2я/я, то их 
сумма не изменится, а, с другой стороны, вектор, равный их 
сумме, повернется на этот же угол. Значит, и сумма проекций 
этих векторов на любую ось равна нулю. 

„ Вернемся к нашей задаче. Если <р — угол между данной пря- 
мой (обозначим ее через /) и одним из векторов, то остальные 

векторы будут образовывать углы <р + ~, <р + 2 — , ..., ф + 

2л 

+ (л 1) — • Квадрат расстояния от к - й вершины до I будет 


. , [ 2л; \ 

зш-^ф + А: — \ = 


1 — соз ( 2ф + к 


4я 


Но величины соз , 2ф -{- к — \ можно рассматривать как проекции 

на I системы я векторов, образующие с / углы 2ф-{-й — , к = 0, 

1, .... я 1. При я нечетном эти векторы образуют правильный 
я-угольник, при я четном будет дважды повторенный я/2-угольник. 
Ответ: я/2. 

102. Пусть О — центр описанной около Д АВС окружности, 
Й!— середина АС, Д — точка касания с АС вписанной окружно- 
сти; тогда, если | ВС\=а, | АС\ = Ь, | АВ |=с, то ЛД =р-а, 
>С А =р — с (см. задачу 18, раздел 1) 

|ОА' 2 =, ОБ, |*+|В 1 Д ( 2 = 

= (і АО і 2 - 1 АВ, 2 ) + 1 В,Д А = Р- — +(р-а- ^ = 

= Р 2 + (р-а) (р-а —Ь)=В г —{р — а) ( р-с ). 
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Аналогично определив квадраты расстояний до других точек 
касания и сложив их, получим, что искомая сумма равна 
ЗЯ 2 -(р-а)(р-с)-(р-а) (р-Ь)-(р-Ь) (р-с) = ЗЯ 2 -М. 
Воспользовавшись для площади треугольника следующими фор- 
мулами: формулой Герона и формулами 8 = рг, 5 = ^, получим 


Ѵр (р — а) (р — Ь)(р — с) = рг 
аЬс '■ 


г*= 


4Я 

(Р — а) (Р — Ь) (р - 


с) 


рг — 


4/? 


4 Кг = 


аЬс 


Сложив последние равенства и воспользовавшись тождеством 
(Р — а)(р — Ь) ( р—с) + аЬс= 

= р[(р—а)(р — Ь) + (р — Ь) ( Р — с) + (р — с)(р—а)] = рМ , 

найдем, что М = АРг + г 2 . 

Ответ: 3/? г — 4 Яг — г 2 . 

103. Пусть (рис. 26) Р — точка пересечения диагоналей, а К, 
О, М, ІѴ — основания перпендикуляров, опущенных из Р на АВ, 

ВС, СО и О А. Так как четырех- 
угольник РКВІ вписанный, то 

РКС=РВС, аналогично РК(Ѵ = РАО; 

но РВС — РАй, так как они опира- 
ются на одну дугу. Следовательно, 
КР — биссектриса угла ИКС', значит, 
биссектрисы углов четырехугольника 
К^МN пересекаются в точке Р, ко- 
торая и является центром вписанной 
в К^МN окружности. Пусть теперь 
диагонали АС и ВО перпендикуляр- 
ны, Р — радиус данной окружности. 
Рис. 26. <2 — расстояние от Р до ее центра. 

| АР | • I РС | = К' 2 — <Р. Радиус иско- 
мой окружности г равен, в частности, расстоянию от Р до 

ЛХ. Обозначив КЬР =~АВР — а, РВС = Р, найдем 



г = \РЬ\ «іп а — і РВ | 8Іп Р 8Іп а = | РВ 




\ РВ і • ! АС і 


I РС | | АР | 

| ВС | | АВ | ' 

8іп (а + Р) 


ВС 1. 1 АВ| 8іп (а + р) | АС I 




25 


’.АВС 


1 Р 2 — (Р 


25 


Ответ: 


К 2 — <Р 
2Р 


АВС 


2Р 


2Р 


104. Пусть (рис. 27) АВСО — данный четырехугольник, Р — 
точка пересечения диагоналей, К— середина ВС, С — середина АО. 
Докажем, что прямая ІР перпендикулярна ВС. Обозначив через 

М точку пересечения СР с ВС, будем иметь ВРМ = СЯО = 
= АйР'—РСВ. Следовательно, РМ^ ВС. Значит, ОК \1Р. Ана- 


90 


логично РК і ІО, и КОіР — параллелограмм, 

| ИСЛ* + | РО|*^ 2(1 ІР |*+| РК | 2 ) = 

^ \АР\* 1 ВС | а \ 


I . 4/? а =2К а . 


(Если хорды /Ш и ВС переместить так, чтобы они имели общий 
конец, а соответствующие дуги продолжали одна другую, то обра- 
зуется прямоугольный треугольник с 
катетами | Ай | и | ВС | и диаметром 
2Р, значит, | Ай і 2 + | ВС ] 2 = 4Р 2 .) 

Следовательно, | , а = 2Р 2 — д? и точ- 
ки В и К лежат на окружности с цент- 
ром 5 в середине РО и радиусом 

2 Ѵ2Р*-сР. Но Д ІМК - прямо- 
угсл.ный, М3 — медиана, |ЛІ5| = 

“ I : ІК | - ‘ /2Р а -^, т. е. М 
лежит на той же окружности. 

Ответ: \ Г, 2Р? — <Р. 

105. Из двух предыдущих задач следует, что если диагонали 
вписанного четырехугольника перпендикулярны, то проекции 
точки пересечения диагоналей этого четырехугольника на его сто- 
роны служат вершинами четырехугольника, который можно впи- 
сать в окружность и около которого можно описать бкружн ость, 
причем радиусы вписанной и описанной окружностей и расстоя- 
ние между их центрами полностью определяются радиусом окруж- 
ности, описанной около исходного четырехугольника, и расстоя- 
нием от ее центра до точки пересечения диагоналей вписанного 
в нее четырехугольника. Следовательно, при вращении диагона- 
лей исходного четырехугольника вокруг точки их пересечения 
четырехугольник, образованный проекциями этой точки, будет 
вращаться, оставаясь вписанным в одну и ту же окружность и 
описанным около одной и той же окружности. Легко также по- 
казать, учитывая выражения для радиусов вписанной и описан- 
ной окружностей, полученные в двух предыдущих задачах, что 
предлагаемое к доказательству соотношение для таких четырех- 
угольников выполняется. 

Для завершения доказательства нам осталось доказать, что 
любой «вписано-описанный» четырехугольник может быть получен 
из вписанного четырехугольника со взаимно перпендикулярными 
диагоналями вышеуказанным способом. В самом деле, если 
— «вписано-описанный» четырехугольник, Р — центр впи- 
санной окружности, то, проведя прямые, перпендикулярные бис- 
сектрисам КР, ЬР , МР, ЫР и проходящие через К, Ь, М и /V 
соответственно, мы получим четырехугольник АВСй (см. рис. 26). 

При этом ВРК = КЬВ = 90° — МЫ( (мы воспользовались, 

в частности, тем, что у четырехугольника РКВІ противополож- 
ные углы прямые и, следовательно, он вписанный). Аналогично 

КРА — КМА — 90° — ' МЫК, и, значит, 'ВРА = ВРІС+1(РЛ = 
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= 180 °— 2 {МЬК + МЫК) = 90°. Таким образом, все углы ВРА, 


АРй, ИРС и СРВ прямые, т. е. Р — точка пересечения диагона- 
лей АВСй, сами >йе диагонали перпендикулярны. Нетрудно по- 
казать, что АВСЭ — вписанный четырехугольник, поскольку 

АѢС + ТіБс^'РВЬ + РВК + РОЛ Ч- РОМ = РКІ + РІЛ + РЛІЛ' + 

+ ЯШ = 1 (МКІ + КІМ + ТМЛГ+ М/ѴК) = 180°. 

106. а) Пусть I пересекает АС и ВС в точках К и N и ка- 
сается окружности в точке Л1 (рис. 28). Обозначим | АС | = 
= \ ВС \ = а, \ АК | = | КМ \—х, \ ВМ \ = \ ЫМ \=у. Очевидно, 


_ ( а — х) (а — у) 



, но по тео- 


иѵ ху 

реме косинусов для А С КМ 

(х+у)* = (а-х)*+(а-у)*- 
— 2 (а — х) (а— у) соз <х-=$ху = 
= а* — ах — ау — (а — х)(а — у)Х 


X соз а =$ 2ху = 

— (а—х) (а— у) (1 — соз а) 


С 



Рис. 28. 


Таким образом, ^^зіп 2 ” ■ (Аналогично рассматриваются дру- 


гие случаи расположения прямой /.) 

б) Воспользуемся результатом задачи 106 а). Перемножая со- 
ответствующие равенства для всех углов я-угольника, мы полу- 
чим квадрат искомого отношения, а само отношение окажется 
равным 



где оу, а 2 , .... а„ — углы многоугольника. 

в) Воспользуемся результатом задачи 106 а). Если обозначим 
точки касания сторон А 2 А г , А,А 3 , .... А 2п _ 2 А 2 А 2п А 1 с окруж- 
ностью через В у , В 2 В 2п _ и В 2п , через х и х 2 х 2л _ г , 

расстояния от А 2 , А г А 2п до /, через у и у 2 у 2п — 

расстояния от В г , В 2 , В 2п до I, то получим 



УгпУі 


(«і, «г «ая— Углы многоугольника). Перемножая равенства, 

содержащие ху, х 3 х 2п _ и и деля на произведение остальных 

равенств, получим 


/ .2 


\ Х 2 Х А • • • Х 2 п 
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АО 

а-*0 I ОС \ 


107. Найдем сначала Іігп , Обозначим С=р. Имеем 


АО | 
і ОС | 


3 АВй 


-д- ай зіп а 


5 ДОС 1 


Но по теореме косинусов 


2 (Р ~ а )(Р — Ь) зіп р 


О) 


! ВО , 2 = а 2 -(-й 2 — 2ай сова, 


і Вй і 2 =(р — а) 2 + (р — 6) 2 — 2 (р — а) (р — Ь) соз (3, 
а 2 + й 2 — 2ай со8 а = (р — а) 2 + (р — й) 2 — 2 (р — а) (р — й) сое р , 
_ Р ( р — а — Ь)-\-аЬ соз а 
Р (, р-а)(р-Ь ) ’ 


5ІП Р = Ѵ\ — С08 2 Р =Ѵ(\ -СОЗ Р) (1 +СОЗ Р) = 

_ ѴаЬ ( 1 — СОЗ «) (2р2 — 2 ар — 2 йр + ай + ай соз а) 

О Р-аЦр-Ь ) 

Учитывая, что при а->-0 


(2) 


соз а -*■ 1 , 
получим из (1), (2) 


зіп а (х 

І7 ~ т — = У 2 соз — > 2 , 

У 1— соз а 2 


\А0\ 

1іт ТпгТ 
а-0 I ОС | 




ай 


(р — а)(р — й) 


Поскольку і ЛС | -*• р, то 

Ііш | АО |=р 
а -»0 


Т /Л ай 

Ѵ аЬ + У (р — а) (р — Ь) ' 


108. Докажите, что точка, симметричная точке пересечения 
высот треугольника относительно стороны треугольника, лежит 
на описанной окружности. 

109. Докажите, что касательные к окружности, проведенные 
из вершин, между которыми расположена одна вершина много- 
угольника, равны. Отсюда следует, что для многоугольника с не- 
четным числом сторон точки касания являются серединами сторон. 

ПО. | МВ а = а 2 + с 2 соз 2 А =а 2 + с 2 — с 2 зіп 2 А = а 2 + с 2 — а-х 
Хзіп 2 С = с 2 + а 2 соз 2 С=| ІѴВ 2 . 

111. Если О — точка пересечения диагоналей АС и ВО, то, 
воспользовавшись подобием соответствующих треугольников, полу- 
чим 

_і_ол: і і о/с | і ов і _ і о а і і ом | \ом\ 

\ОС\ \ОВ\ ' \ 0 С> ; 00 I ' I ОД I ~ I 00 і ’ 

что и требовалось. 

112. Докажите, что I образует с АО такие же углы, что и 
прямая ВС, касающаяся нашей окружности. Отсюда следует, что 
другая касательная к окружности, проходящая через О, будет 
параллельна I, 
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113. Построим окружность (рис. 29), касающуюся прямых МЫ, 
АС и ВС таким образом, чтобы точки касания Р к () с прямыми АС 
и ВС были вне отрезков СМ и СЫ (это будет окружность, вне- 

вписанная в треугольник МСЫ). Если Р — 
точка касания МЫ с окружностью, то 
| МР І = І МР I, | ЫО \ = | Л//? ], следователь- 
но, | МЫ | = і МР | + 1 Л/(? |, но по условию 
| МЫ | = | МА | + | ЫВ |. Таким образом, одна 
из точек Р или <3 (на рисунке Р) лежит 
внутри соответствующей стороны, а дру- 
гая — на продолжении. При этом 

|СР|-|Св|— 5-(|СР|+|С50- 

= '2 (! АС\ + \СВ ), 

т. е. построенная окружность постоянна 
для всех прямых МЫ. 

114. Если О — центр круга, описанного около АВС, С — сере- 
дина СВ, Н— точка пересечения высот, Ь — середина АН, то 
\ АЬ\ = \(Ю\, и, поскольку АЦ\0О, значит, 01 делит АО пополам, 
т. е. Л симметрична О относительно середины Ай. 

115. Пусть ВО — высота треугольника, причем | ВО |=/? 1^2, 
где /? — радиус описанного круга, К и М — основания перпенди- 
куляров, опущенных из О на АВ и ВС, О — центр описанного 

круга. Если угол С острый, то КВО =90° — С. Поскольку четы- 
рехугольник ВМОК вписанный, то М/СО = ОВМ = 90° — С, зна- 
чит, М/СВ =180' — 90° — (90° — С)= С, следовательно, ВО ± КМ. 
Но 

$вкм = 2 8ІП А 8ІП ^ 8ІП С = 

= Р 2 зіп А 8іп В зіп С = і 3 АВС . 

(Мы воспользовались формулой В = 2/? 2 зіп А зіп В зіп С.) С дру- 
гой стороны, если к± — высота д В/СМ, проведенная из вершины В, 

то '2" 5== Т 1 АС 1 • 1 В0 \^ 8 вкм = { 1 * м I Л і=4 1 В0 1 8ІП Ё ' *>■ 

1 АС I 

значит, Ні—~ і-=/?; учитывая, что ВО ± КМ, получаем, что 

2 8іп В 

точка О лежит на КМ. 

116. Заметим, что Д Ай К подобен Д АВК, поскольку 



\АК\ 2 = \АС \*=\АО\-\АВ\, т. е. 


|Л/<| 

I АО I 


I АВ | 

I Л/С Г 


Если О — центр окружности, описанной около Д АВК, то 


ОАО + АОК = 90° - АКБ + лБ/С = 90° 

(предполагалось, что АКВ острый; если АКВ тупой, то рассужде- 
ния аналогичны). 
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117. Докажите, что прямая, параллельная ВС и проходящая 
через Е, делит биссектрису угла А в том же отношении, в каком 
ее делит биссектриса угла С. 

118. Если О — вершина угла, А — точка на биссектрисе, В х и 
В 3 — точки пересечения со сторонами угла одной окружности, С г и 
С 2 (В, и С х — на одной стороне) — точки пересечения другой окруж- 
ности, то д АВ Х С Х = д А 2 В 2 С 2 . 

119. Пусть Р и О — точки пересечения ЕЛ/ и ЕМ соответст- 
венно с АВ и ВС. Докажем, что д АРЫ и д МйС подобны. 
Используя подобия различных треугольников и равенство проти- 
воположных сторон параллелограмма, будем иметь 


I I \ЫР\ \РВ\ | ВО | | ВО | 

\РА\ \РВ\ ' | РА I | ОМ | "\Та ~~ 

_ | ВО I | ОС I _ I во I | ОС I I ос I 

I ОМ 1 | ВВ I = I О/И I * I ВО I I ОМ I • 


т. е. Д АРЫ подобен Д МОС. 

120. Рассмотрите параллелограммы АВМК и ОСМВ и дока- 
жите, что ДХ делит О А в том же отношении, что и точка Ы, и 
прямая МЫ является биссектрисой угла К.МР. 

121. Докажем сначала, что диагонали данного четырехуголь- 
ника делятся в точке пересечения пополам, т. е. что четырех- 
угольник — параллелограмм. Пусть АВС О — данный четырехуголь- 
ник, О — точка пересечения диагоналей. Допустим, ^что | ВО | < 
< ! ОВ) і , |ЛО|«$|ОС|; рассмотрим АОА х В х , симметричный ДСМВ 
относительно точки О; очевидно, радиус окружности, вписанной 
в Д ОА х В х , меньше радиуса окружности, вписанной в д ОСО, 
а по условию они равны. 

Итак, О есть середина обеих диагоналей. Докажем, что все 
стороны четырехугольника равны. Воспользуемся формулой 8=рг 
(з — площадь, р — полупериметр, г — радиус вписанной окружности 
треугольника). Поскольку у д АВО и Д ВОС площади и радиусы 
вписанных окружностей равны, то равны и их периметры, т. е 
\АВ\ = \ВС\. нн. 

122. Аналогично тому, как это было сделано в предыдущей 
задаче, докажите, что диагонали четырехугольника делятся попо- 
лам точкой пересечения. 

123. Из условия задачи следует, я 

что АВСй (рис. 30) — выпуклый четы- 
рехугольник. Рассмотрим параллело- 
грамм ЛСС 1 А 1 , у которого стороны 
АА Х и СС, равны и параллельны диа- 
гонали ВО. Треугольники АОА и 
СОС х и С 1 ОЛ 1 равны соответственно 
треугольникам АВО, ВСО и АВС. 

Следовательно, отрезки соединяющие 
О с вершинами А, С, С х , А х , делят 
параллелограмм на 4 треугольника, 
у которых равны радиусы вписанных 
окружностей. Если О — точка пересе- 
чения диагоналей параллелограмма АСС 1 Л 1 , то О должна совпа- 
дать с О (если О, например, внутри АСОС х , то радиус окруж- 
ности, вписанной в Д АОА х , больше радиуса окружности, впи- 
санной в д АОА х и тем более в Д СПС]). Таким образом, 
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АВСБ — параллелограмм, но, кроме того, из задачи 121 следует, 
что ЛСС Х Л Х — ромб, т. е. АВС Б — прямоугольник. 

124. Если КМ — перпендикуляр из К на АВ, САВ = а, то 
\КМ\ _\АК\ \ АО \ — \ КО \ 

I ОМ | \АО\ \АО\ ~ 


АО | — 2 | ОМ | віп АО \ — 2 | АО \ зіп зіп 


і АО | 


\АО\ 

. „ . , а | СО 

= 1 — 2 5іп 2 2 = соз а = 


Поскольку Д АСВ и Д АС Б подобны, то из предыдущего следует, 
что і КМ | равна радиусу окружности, вписанной в д ЛСД а.так 
как К лежит на биссектрисе угла Л, то К — центр окружности, 
вписанной в д ЛСД Аналогично доказательство для І. 

125. Докажите, что Д АВР — Д ЛС< ?. Для этого нужно дока- 
зать, что Д КВР— Д ЛВС и Д ЕС(2=Д АВС (по двум сторонам 
и углу между ними): 


0АР~= СЛВ + СЛ0+ в'аР~= САВ + СЛ0+ С<?Л = 
= СЛВ + 180 ° — 0СА = С Л В + 90 ° — (}СР = 90 ’ . 


(Предполагалось, что СЛВгё 90°. Рассуждения в случае СЛВ~> 90 е 
аналогичны.) 

126. Поскольку РЕ г Е — РСЕ = 90°, четырехугольник РЕ^ЕС — 
вписанный, РСЕ^ — Р ЕЕ Х = 60°. Аналогично, вписанным является 

четырехугольник РЕ г АБ и ВіПВ = В 1 Л/ = ' = 60 о , т. е. д не- 
правильный. Точно так же доказывается, что правильным яв- 
ляется д ВДС. 



127. 1. Заметим, что если О — центр окружности, вписанной 
в треугольник ЛВС, то ВОС = 90" -+- Л. В самом деле, ВОС -= 

= 180 е — 2 (Я + С) = 90°-4- ~ Л. Поскольку ВДЛ = В(ДЛ, четы- 
рехугольник ЛВОі0 4 является вписанным (рис. 31, а), следова- 
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тельно, внешний угол к В0^0 4 равен ВЛ0 4 = і- 'влб. Аналогично, 
угол, внешний к ВО^О а , равен ~ ВСб. Но ^ (В ЛВ + ВСВ) = 90°, 
значит, 0 4 0 1 0 2 = 90°. 

2. Для доказательства второй части покажем сначала, что 
расстояние от вершины треугольника до точки пересечения высот 
полностью определяется величиной угла при этой вершине и дли- 
ной противоположной стороны, а именно (рис. 31, б): 

\СН\=\СВ\ — ^- = 1і^1со8а = | ЛВ|сі 8 а. 

8іп СЛВ 8ІП а 

Поскольку четырехугольник вписанный, \АН 3 \ = \ВН 2 \ и 
АН 3 |! ВН г \ значит, АВН 3 Н 3 — параллелограмм. 

Таким образом, точка пересечения АН 2 и ВН 3 делит АН 2 и 
ВН 3 пополам. Рассматривая другие параллелограммы, получим, 
что все отрезки Н 3 А, Н 3 В, // 4 С, Н х О пересекаются в одной точке М 
и делятся в ней пополам, т. е. четырехугольники ЛВСВ и 
ЯіЯ 2 Я 3 Я 4 центрально симметричны относительно точки М 
(рис. 31, в). 

128. Если стороны треугольника АВС, противолежащие вер- 
шинам Л, В и С, равны соответственно а, Ь и с, а углы ЛВВ, 

ВВС и СВЛ равны а, р и у (считаем, что о: + Р + у = 2я), то рас- 
стояния от точки В до точек пересечения высот треугольников ЛВВ, 
ВВС и СВЛ равны абсолютным значениям величин ссі§а, ас(§(5, 
Ь с!§ у (см. решение задачи 127). Нетрудно убедиться, что площадь 
треугольника с вершинами в точках пересечения высот Д ЛВВ, 
Д ВВС и Д СВЛ будет равна 

^ с сІ§а • асібР • зіп В + ~ а сІ§ р • Ь сі^ V • йп С + 

+ у 6 сіб у ■ с с1§ а • 8іп Л = у 5 АВС ( С ^ а . С 1§ р 

+ сі§Р •с1§ѵ+сі§ѵсіёа) = у 5^ вс , 

поскольку выражение в скобках равно 1. (Докажите это, учиты- 
вая, что а + Р + ѵ = 2л.) Аналогично рассматривались другие слу- 
чаи расположения точки В (когда один из углов а, р, у равен 
сумме двух других). 

129. Обозначим (рис. 32) через О точку пересечения АМ и ВС. 
Проведем через В касательную ко второй окружности и обозначим 
точку пересечения ее с АС через К (как и в условии). Очевидно, 
что утверждение задачи эквивалентно утверждению, что КО [СМ. 

Пусть угол, опирающийся на ЛВ, в первой окружности равен а, 
во второй Р; тогда 

всм^кас', впм = влд 

ВМС= 1 80° — 'ВШ — ВСЛТ= 180°— 'ВЛВ — ВЛС= 180° —"ВЛС, 
следовательно, АйМС— вписанный четырехугольник, ЛМГ=р. 


4 И. Ф. Шарыгин 
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Далее, если касательная ВК пересекает ОМ в точке I, то КВО= 
— ЬВО — ВОі^САМ-, значит, четырехугольник К А ВО также впи- 
санный и КО А = КВА = р, т. е. КО\\СМ (точно так же рассмат- 
риваются случаи других взаимных расположений точек О, В и С). 



130. Обозначим через Р, 0 и Я точки пересечения ІВ и АС, 
АМ и ВС, ІВ и АЫ. Пусть |ВС|=а, | АС\ = Ь. Нам достаточно 
показать, что 5 лс(? = 5 лрв (обе эти площади отличаются от рас- 
сматриваемых добавлением площади Л АРР). Из подобия соответ- 
ствующих треугольников получим \С0.\ = \РС \ Следова- 


тельно, 


5 ЛС<?— 2" 1 АС 1 ' ІС<? 1 = 2 [а + Ь) ’ 
с _ с с 

‘ 5 лРВ~ г, ЛСВ“' 5 РСВ— 2 2 а + Ь 


аЬ * 

2 (а + Ь) ’ 


что и требовалось. 

131. Утверждение нашей задачи вытекает из следующих двух 
фактов. 



1) Если на сторонах четырехугольника АВСй взяты точки К, 
В, М и N (рис, 33, а) так, что стороны АВ, ВС, СО и О А раз- 

/| ВК \СМ 

делены этими точками в одинаковом отношении 


КА\ 


(МО, 


!ВІ і 


'АЫ I 


, то я отрезки КМ и Ш своей точкой пересе- 


! ВС I ~ I КО \ 
чения разделены в том же отношении. 

В самом деле, из того, что прямые КВ и N М параллельны 
диагонали АС, следует 

ІКЯІ ! ВЯ !КВ| |КВ| \АС\ 


РМ 


I РЩ 

\ВК\ 


|КМ| 
ЛО I 


\ВА\ 


I АС | 

\вк\ 


\N^\ 


'ВА I 


|КМ| 

\ВА\ |ВК| 
\КА\ I КА | 


2) Если на сторонах АВ и СО четырехугольника взяты 
точки К х и К, М г и М (рис. 33, б) так, что 

ТИТ-ЛстГ- Ж' ' І 0Л Ы-ІСМ|, 

то площадь четырехугольника К\КММ Х составляет — часть от 


площади 

\ВК' 


четырехугольника ЛВСО. В 


самом деле, 8 ВКС = 


!ВЛ | 5 ^С, = Следовательно, 


^л/ссм,— • 1 


ВКІ 


|ВЛ 
І*дК| 


ЛК! 


5 к,клш, — \ак\ лксм , 


ЛВСГ> — | | '-’АВСО- 

Таким образом, 


Аналогично 


’КіКММі 


I КдК | , 


1 


-4ВГ 5 лвсо - т 5 - 


132. Пусть К — середина ОВ, В — середина АС. В Л1ѴМ — 8 С1ѴМ 
(поскольку |АВ| = |ВС|), точно также 5 шм = В олш , отсюда 
следует утверждение задачи. 



133. Если (рис. 34) М — середина ОС, К — середина ВС, К и 
В — точки пересечения ^N соответственно с АМ и АВ, то 1 =■ 

^ ^ , т. е. | ЛК I — ^ 5 " I I* следовательно, 


| ЛВ| 


_ 4 

8 аок~ 5 ь Айм— 5 


1-5 = 4- 5 

4 5 


(5 — площадь параллелограмма). Таким образом, площадь искомой 
фигуры будет 5*-45 дш = 5- .г 5= у 5. 


4* 
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134. Пусть (рис. 35) () — середина АО, М — середина ВС, 
М — середина ОС, К, Р, В— точки пересечения ОМ и АМ, ()С и 

ОіѴ, ОС и АМ. Тогда ] ОК | = | | ОМ |, | ОР \ = | РМ |, ;$/>; = 



В 


= \РС\, 

| РР | 

= ГояТ 


|0/?| = і|0С| ( ^ 


'КРК 


КР і 


Мро 
1 1 

5 = ТбГ 


Ѵ/С-І5 ’ -у 


ЮР I ~ 3 ‘ 1 
1 5 _ 5 _ 

. 120* 

Следовательно, от четырех- 
угольника, рассмотренного в пре- 
дыдущей задаче, отрезаются четыре 
5 

треугольника площади — ■ таким 

Рис. 35. образом, площадь искомого восьми- 

5 45 5 

угольника будет у — . 

135. Пусть прямая НС пересекает АВ и ВМ в точках Т и N. 
прямая АВ пересекает ЕО в точке К и прямая ВМ пересекает ЕС 
в точке Р. Имеем 

5 ЛСОЯ = $АСНК = 5 Д 77ѴІ, 


таким образом, 


5 всга ~ $вснр ~ $ в мк г < 


СРП — 5 


^АСйЕ т* 15 ВСТО 


'двж- 


138. Обозначим площади, как на рис. 36. Тогда 5 ,Ч-г-р$ 2 = 
: і г+1/ + 8 з = ' 2 ‘ (•*"Ь.Ѵ + 5 г + ^)- Таким образом, 

5 і + * + 5а + 8 2 + і/ + 5з = ■* + !/ + + ф => + % + % = Ц. 




137. Если (рис. 37) 5 — площадь параллелограмма, то 8 АВК + 

+ 5 ксв=у 5 > с ДРУ Г0Й стороны, Х Ш с= 5 Етс+ 5 га= 2 5 ' 
значит, 3 АВК + 8 ксо = З вкс 4* 3 КСЕ , т< е - ^авк = ^еко анал °- 
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гично З дко =8 КС р\ складывая два последних равенства, получим 
5 авкв ~ 5 секр- 

138. Пусть (рис. 38, а) О — центр описанной, а / —центр впи- 
санной окружности. Опустим из О и / перпендикуляры на АВ и 
ВС: О/Ѵ, ОР , /С, Щ. Если а, 6, с — длины сторон ВС, АС и АВ 
треугольника, то легко найдем ВК \ = \с—Ь , ВМ| = |а — 6 |, 


В.Ѵ =4, ВР = 


Ві ! 


ВО. і = 


а+с— 6 


/ѴС| 


\а-Ь\ 


I р ^ ! 

: РС? і == - — ^ — - (см. задачу 18, раздел I). 

Следовательно, если мы проведем через О прямые, параллель- 
ные сторонам АВ и ВС, до пересечения с перпендикулярами, 




Рис. 38. 


опущенными из /, получится Д ОРЗ, подобный д ВКМ с коэф- 
фициентом 1/2. Но окружность, построенная на 01 как на диа- 
метре, является описанной для Д ОВЗ. Следовательно, радиус 
окружности, описанной около Д ВКМ, равен | 01 [._ Для доказа- 
тельства второй части задачи заметим, что если мы на прямой 08 
отложим ] ОРу і = і ОР а на ОР отложим |05 1 | = |05[, то пря- 
мая 5 х /?і будет параллельна КМ (рис. 38, б), но ОР г З 1 + /0/? 1 = 


-=0«5+ /05 = 90*. т. е. 5^ 1 01. 

139. В обозначениях предыдущей задачи, проведем через А 
прямую, перпендикулярную 01, обозначим через О ее точку пере- 
сечения с прямой ВС. Докажите, что разность радиусов окруж- 
ностей, описанных около треугольников АВИ и АСй, равна 
радиусу окружности, описанной около треугольника ВКМ. 

140 . Обозначим радиус окружности через В, а расстояния 
от Р, 0 и М до центра— через а, 6 и с. Тогда (см. задачу 87) 
]рР:2 = а а +Ь 2 -2/? 2 , \0М | 2 = 6 2 + С 3 -2Р2, \РМ ]*=с*+а*-2В*. 
Если О — центр окружности, то для того, чтобы 00 было пер- 
пендикулярно РМ, необходимо и достаточно условие 


| ОР 2 — | ОМ 2 = | РО 2 -| ОМ 2 

или 

(О* + 6* — 2/?2) _ (62 с 2 _ 2/?2) = а а _ С 2 


Аналогично проверяется перпендикулярность других отрезков. 
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141. а) Рассмотрим четырехугольник АВСО; пусть К я 
Ь — точки касания окружностей, вписанных в Д АВС и в д ЛСО, 

с прямой АС. Тогда (см. задачу 
13, раздел I) 

ІЛХ| = ||ЛВ|-| АК\\ = 

= 2-|(| АВ | + і АС | — | ВС |) — 

~ (I Ай | 1 АС | — | СО |) I = 

= ||| ЛВ| + [СО|-! ЛО | - 
-I ВС ||. 

Но если ЛВСО — описанный четы- 
рехугольник, то | АВ | + 1 СО | = 
= | ЛО| + |ВС| и | ЛХ|=0. 

б) Если К, С, М, /V — точки 
касания со сторонами четырех- 
угольника вписанной окружности, а Кі, С,, М и А/! — точки каса- 
ния окружностей, вписанных в д АВС и д ЛСО (рис. 39), то 
N ^ К 1 \NК, Л^ЦМЕ. 

Докажем, что и а Л/^Ц ЫМ. Поскольку окруж- 

ности, вписанные в Д АС В и д ЛСО, касаются между собой на 
диагонали в точке Р, то АN 1 =АР = АМ^, т. е. Ы 1 М 1 \^М. Сле- 
довательно, четырехугольник К 1 СіМ 1 Л' 1 , как и четырехуголь- 
ник КСАШ, является вписанным. 

142. Пусть (рис. 40, а, 6) О,, 0 2 , 0 3 , 0 4 — соответственно 

центры окружностей, вписанных в д АВС, д ВСО, Д СОЛ и 
Д ОЛВ. Поскольку 0 4 0 2 0 3 0 4 — прямоугольник (см. задачу 127), 



то ! 0 Х 0 3 | = | О 2 0 4 |. Если К и С — точки касания окружностей 

вписанных в д АВС и д ЛСО, с АС, то | /СВ |=-^- [ [ ЛВ [ -(- 

+ і СИ \ — [ ВС | — [ Ай 1 1 (см. задачу 141). Аналогично, если Р и 
(?— точки касания соответствующих окружностей с ВО, то \Р<3\ = 
= 1 КІ |. Проведем через 0 3 прямую параллельную АС, до пересе- 
чения с продолжением О г К- Получим д 0 1 0 3 М, аналогично по- 
строим д 0 2 0 4 /?. Эти два прямоугольных треугольника равны, 
так как у них | 0,0 8 | = | 0 2 0 4 |, | 0 3 М | = | КЬ | = | РЦ \ = | 0 4 Д |. 
Значит, | 0 4 Л4 | = ) 0 2 Р , , но ( 0 4 М | равен сумме радиусов окруж- 
ностей, вписанных в д АВС и д ЛСО, а | 0 2 Я | равен сумме 
радиусов окружностей, вписанных в д ЛСО и Д ВОЛ. 
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143. Пусть КВ — дуга окружности, находящаяся внутри тре- 
угольника АВС. Продолжив стороны АВ и ВС за точку В, мы 

получим дугу Л4./Ѵ, симметричную КВ относительно диаметра, 

' — ' — 1 ч-' 

параллельного АС. Поскольку ЛВС измеряется дугой у (КВ + 


+ МГ/Ѵ) = КВ, значит, дуга КВ имеет постоянную длину, ей соот- 
ветствует центральный угол, равный АВС. 

144. Пусть (рис. 41) О — точка пересечения прямых, А и А г — 
два положения точки на одной прямой, В и В х — положения 
в эти же моменты времени дру- 
гой точки. Восставим к АВ и 
Л,В, перпендикуляры в их 
серединах и обозначим через 
М их точку пересечения; 

Л АА Х М — Д ВВ,М по трем 
сторонам — один получается из 
другого поворотом на угол 
ЛОВ с центром М. При этом 
повороте любое положение точ- 
ки на АО приходит в соответ- 
ствующее положение точки на 
ОВ, так что М обладает нуж- 
ным свойством. 

145. а) Пусть А и В — точки 
пересечения окружностей, А — 
точка, из которой велосипедисты выехали. М и К — положения 
велосипедистов в некоторый момент времени. Если М и N — по 

одну сторону от АВ, то ЛВМ = ЛВМ; если по разные, то 
АВМ + ЛВК = 180°, т. е. точки В, М и N расположены на одной 



N 



прямой. Если В и К — точки окружностей, диаметрально противо- 
положные В (В и К фиксированы), то поскольку ВКМ = Л , Л4К = 
= 90°, середина ВК — точка Р — будет равноудалена от N и М. 
Можно убедиться, что Р симметрична точке В относительно сере- 
дины отрезка, соединяющего центры окружностей (рис. 42, а). 

б) Пусть Ох и 0 2 — центры окружностей. Возьмем точку Лх 
такую, что ОхЛ0 2 Лх — параллелограмм. Легко видеть, что 
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д МО х А х = А МЭ 2 Л 1( так как | М0 Х | = | 0 Х А | = [ 0 г А |, |0,Л, | = 

= 0 2 Л | = | УѴ0 2 I, МО^Аі — ф + А0 х А х =(р+ А0 2 А 1 — Ы0 2 А х , где 
ф — угол, соответствующий дугам, пройденным велосипедистами 
(рис. 42, б). 

Таким образом, искомые точки симметричны точкам пересече- 
ния окружностей относительно середины отрезка О х О г . 

Замечание. В пункте а) можно было поступить точно 
так же, как и в пункте б). А именно, взяв точку Р таким обра- 
зом, что Д 0 Х Р0 2 = Д 0 Х А0 2 ( А и Р — по одну сторону от 0 Х 0 2 и 
не совпадают), легко доказать равенство соответствующих тре- 
угольников. 

146. Пусть (рис. 43) А — данная точка, Л* — какая-то вершина 
2я-угольника, и В к — основания перпендикуляров, опущен- 

ных из А на стороны, заключающие А к , а к и р* — углы, образо- 

ванные прямой А А ь с этими 

сторонами (§к=АА^В к _ х , а к = 

= АА к В к ). Поскольку около четы- 
рехугольника АВ к _ х А к В к можно 

описать окружность, то АВ к _ х В к = 

= а к , АВ к В к _ х = р к (или допол- 
няют эти углы до 180°); таким 
образом, по теореме синусов 

I АВ к _ х | зіп 

I АВ к | зіп а к ’ 

Рис. 43. I АВ к _ і [ ! АВ кх _ 1 1 зіп Ра зіп а клл - 

\ АВ к | 2 зіп а,., зіп Р* + , ‘ 


А 



Перемножая эти равенства для к = 2, 4, ..., 2 я, заменяя индекс 
2л +1 на 1, получим требуемый результат (зіп а к — зіп Р 4і , 
зіп Рх = зіп а 2л ). 

147. Докажите, что если О к и О к ^ х — центры окружностей 
касающихся данной окружности в точках А к и А к+Х , В — точка 
их пересечения, лежащая на хорде А к А к + ъ г к ,г ш — их радиусы, 

то г к + г к+х =г, А к О к В — А к+1 О к+х В — А к ОА к+х (г — радиус данной 
окружности, О — ее центр). Отсюда следует равенство радиусов 
через один, что при л нечетном приведет к тому, что все они — 
по г/2. Кроме того, | А^В \ + | ВА к+х | = | А^А к+1 1 (берутся мень- 
шие дуги соответствующих окружностей). 

148. Пусть длины сторон треугольника а, Ь, с, причем Ь — 
а + с 

а) Из равенства рг = ~ Ыі ь (р — полупериметр, г — радиус впи- 
санного круга, Н ь — высота, опущенная на сторону Ь) получаем 
а Ь А- с 1 , , 

2 г = - Ьк ь \ но а + с=2б, так что Н ь — 3г. 


б) Это утверждение следует из того, что г = ^ , а точка пере- 
сечения медиан делит каждую в отношении 2:1. 
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в) Продолжим биссектрису ВО до пересечения с описанной 
окружностью в точке М (рис. 44). Если мы докажем, что О — 
центр вписанной окружности — делит ВМ пополам то тем самым 
будет доказано и наше утверждение. (Проведем диаметр Й/Ѵ; 
тогда прямая, соединяющая центры вписанной и описанной окруж- 
ностей, будет параллельна ЫМ, а ВШ = 90 е .) Но Д СОМ — равно- 
бедренный, так как сбм'=бСМ'=^ + Значит, ; СМ | = 1 ОМ |. 

Из условия Ь — — І— по свойству биссектрисы получаем, что 
|СО|=|. Пусть К — середина СВ; д СКО=дСОО (| С К \ = 
= |СО|, КСО = ОСО); отсюда следует ВКО'=СОЛІ, кроме того, 
ОСЛ4=ОВК=|-, \СО\ = \ВК\, т. е. Д ВКО = дСОМ, |СМ| = 

= і ВО , значит, | ВО | = | ОМ |, что и требовалось. 

г) Возьмем любую точку на биссектрисе. Пусть расстояния 
до сторон ВС и В А равны х, а до стороны АС— у. Имеем 

а _^+1+^ =5д ь (2х+г/)=25д ^ 2х+у=Нь 

д) Если /, — середина В А, го нужный нам четырехугольник 
гомотетичен четырехугольнику ВСМА с коэффициентом 1/2 (см. 
пункт в). 




149 . Пусть в четырехугольнике АВСй (рис. 45) 

| АВ | =а, 1 ВС | = 6, | СО | =с, 

|ПЛ|=4, АС | = т, ! ВО | =я. 

Построим на стороне АВ во внешнюю сторону треугольник АКВ, 
подобный треугольнику ЛСО, причем ВАК^бсХ, ’АВК^САО, 
а на стероне АО построим д ЛЛШ, подобный д АВС, Г)АМ = 
= ВСА, АОМ = САВ (рис, 45). Из соответствующего подобия 
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получим 


|ЛК|=-, \АМ\-—, (КВ|=»|ОМ|=-. 

Кроме того, КВЪ'+ МйВ = КВА + АВО + йБл + а5м = СЛВ + 
-\-^АВб + ВОА+САВ — 180°, т. е. четырехугольник КВОМ — 

параллелограмм. Значит, | КМ | = | ВО | = л. Но КАМ = А-\-С. 
По теореме косинусов для д КАМ имеем 



С03(Д+(?), 


откуда т 2 п 2 = а 2 с 2 + Ь 2 іі 2 — ІаЬссІ соз (А + С) . 

150. Утверждение теоремы Птолемея является следствием 
теоремы Бретшнейдера (см. задачу 149), поскольку для вписан- 
ного четырехугольника Д + 6=180°. 

151. Если [МВ | — наибольший из отрезков \МА\, \МВ |, 

| МС |, то, применив теорему Бретшнейдера (задача 149) к четырех- 
угольнику АВСМ, получим, что |МВ| 2 = |Л4А| 2 +|Л4С| 2 — 

—2 | МА \ • і МС | соз (АМС + 60°), т. е. | МВ | < | МА \ + \МС |, 

поскольку соз (АМС + 60°) Ф — 1. 

152. а) Пусть А — произвольная точка окружности (А — на дуге 

Лзя+Иі)- Обозначим сторону многоугольника через а, а длину 
диагонали, соединяющей вершины через одну, — через Ь. По тео- 
реме Птолемея для четырехугольника АА к А к+1 А к+2 

\АА к \а+\АА к+% \а = \ АА к+х \Ь, к= 1, 2 2л — 1. 

Аналогичные соотношения можно записать для четырехугольников 

^ал-^гл-і-і'^і 

\АА 1 \а+\ АА 2п+1 1 Ь = | АА 2п | а, 

Г ЛА 2п+1 1 а + 1 А А х I Ь = I АА 2 \ а. 

Сложив все эти равенства, оставляя вершины с четными номерами 
справа, а с нечетными слева, получим требуемое утверждение. 

б) Наше утверждение следует из пункта а) и результатов 
задач 20 и 21. 

153. Пусть точки А , В, С и О в декартовой системе координат 
имеют координаты соответственно (# г , у х ), (х 2 , у 2 ), (х 3 , у 3 ), (х, у), 

/Хі -|- Х 2 -р Х 3 У\~\~ У2~\~ Уз\ т- 

координаты точки С — (— — ^ Тогда справед- 
ливость доказываемого утверждения следует из тождества 

3 (х — Хі + Х2 ± Х ° у 2 = (х - Хі ) 2 + (х - х 2 ) 2 + (х- х 3 ) 2 - 

(*1 — х 2 ) 2 + (х 2 — х 3 ) 2 + (х 3 — х) 2 
3 

и аналогичного соотношения для ординат. 

154. Рассмотрим случай, когда точка М (рис. 46) лежит внутри 
треугольника АВС. Повернем треугольник АВМ вокруг А на 
угол 60° так, чтобы В перешла в С. Получим треугольник АМ Х С, 
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равный Д АВМ. А АММ г — правильный, следовательно, длины 
сторон Д СММ, равны отрезкам I МА |, \ МВ \, \ МС |. Аналогично 
получим точки М 2 и М 3 . Площадь шестиугольника АМ У СМ 3 ВМ 3 
(рис. 46) равна удвоенной площади Д АВС, т. е. равна а?Ѵ 3" /2. 
С другой стороны, площадь этого шестиугольника складывается 
из трех правильных треугольников: Д АММ Ь АСММ Я , АВММ 2 — 
и трех треугольников, равных иско- 
мому. Следовательно, 


35 + 


| МА 


! + [ МВ | 2 + 1 мс іу т 

а?Ѵ 3 


35- 



Рис. 46, 


Воспользовавшись результатом задачи 
153, получим 

(3 сР+аА) V 3 = а 2 /З 

4 2 ’ 

тдг 

откуда 5 = -у^- (а 2 — Згі 2 ). 

Аналогично рассматриваются дру- 
гие случаи расположения точки М. 

155. Покажите, что каждое из этих условий является необхо- 
димым и достаточным для того, чтобы существовала окружность, 
вписанная в четырехугольник ЛбСП (см. также задачу 19, раз- 
дел I). 

156. Покажите, что каждое из этих условий является необхо- 
димым и достаточным для того, чтобы существовала окружность, 
касающаяся прямых АВ, ВС, СО и ОЛ, центр которой находится 
вне четырехугольника ЛВСО. 

157. Пусть АВС — данный треугольник, О — его центр, А и 
В и С\ — основания перпендикуляров, опущенных из О на стороны 
ВС, С А, АВ. Пусть, далее, Л 2 , В 2 , С 2 — основания перпендику- 
ляров, опущенных из М на 

прямые, проходящие через О " 

параллельно сторонам тре- 
угольника ВС, СА и АВ 
(ограничимся рассмотрением 
частного случая: треуголь- 
ник АВС — остроугольный, 
точка М расположена внутри 
Д ОКі, как показано на рис. 

47), Л 3 , В 3 , С 3 — основания 
перпендикуляров, опущен- 
ных из М на стороны ВС, 

СА и АВ. 

Заметим: 

1 Рис. 47. 

1 ) 5 Л, Ві С 1 = 4 5. 

2) Д Л.,В 2 С 2 подобен Д АВС, при этом ОМ является диамет- 
ром окружности, описанной около Д Л 2 В 2 С 3 , т. е. коэффициент, 
подобия между треугольниками АВС и Л 2 В 2 С 2 равен +2+ и 
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следовательно, 3&А г в,с,~\1Йр^ Обозначим через А, В, & 

величины углов Д АВС, ОА 1 \=сі а , ОВ^ = Л Ь , ; ОС! = Л С , 
I МЛ = х , МВ -2 —у, | МС 2 ! =2. Тогда | МА 3 \ —<1 а — х, \ МВ 3 \ — 
= ^й + </. I МС 3 \ = <1 с А-г. Таким образом, будем иметь 

5 Л,В,С, ==5 Л 3 МВ, + 5 В,МС 3 + 5 С,ЛГЛ > = 

= 2 ( й а — х) ( Іь + У ) 5ІП С + (Л ь + у) (Л с + г) 8іп Л + 

+ і ( а с + г ) (Ла — *) ЗІП б = 

*= | \ А а с1ъ зіп С 4- 2 Ѵс 8ІП Л + 2 ІА 8Іп 5 ^ — 

| ху зіп С -) — ~ х 2 зіп & — 2 (/г 8іп Л | 4- 

+ 2" [ — х №ь зіп С 4- А зіп В) + у(Л а зіп с + й с зіп Л)4- 

4- г (Л ь зіп А 4- й ь зіп В)]. 
Но выражение в первых квадратных скобках есть площадь 
Д АуВ\Сі, т. е. оно равно 5/4, во вторых квадратных скобках 

( Л г \ 

стоит площадь Д Л 2 В 2 С 2 , т. е. ( 4^2 ) Покажем, что третье сла- 
гаемое равно нулю. Поскольку Л а = /? сое Л, й ь — Р. соз В, Л с = 
= /? сое С, третье слагаемое легко преобразовать к виду 

2 [— хК 8іп А+уК 8іп В + гН зіп С] = [— ха + уЬ+гс), 

где а, Ь и с — стороны треугольника ЛВС. Заметим, что д ОМ. 
подобен Д ЛВС; поэтому, если мы заменим а, Ь и с на а ѵ Ь ъ с х , 
где Оц Ь 1} Сі — стороны д ОКВ, и покажем, что уЬ 1 -\-гс 1 —ха 1 = 0, 
то нулю будет равно и наше выражение. По 

У ь \ + Щ — ха х = (уЬ ѵ 4- гс, 4- (сі а - х) а г ) — Л а а г = О, 

поскольку </і' 1 4-гс 1 +(й а -х)о ] =25 0 ^ і , ^=25^. 

Рассмотрение других случаев расположения точек М и О про- 
водится точно так же. 

Замечание 1. При <і = /? площадь треугольника, образо- 
ванного основаниями перпендикуляров, оказывается равной нулю, 
т. е. эти основания расположены на одной прямой. Прямая эта 
называется прямой Симсона (см. задачу 233). 

Замечание 2. Можно избежать разбора вариантов, при- 
писав расстояниям до сторон знаки, при этом для точки, распо- 
ложенной внутри треугольника, все три величины положительны, 
а для точек, расположенных по разные стороны от какой-либо 
прямой, образующей треугольник, расстояния до этой прямой 
имеют разные знаки. Приняв это во внимание, легко убедимся, 
что предложенное решение охватывает все случаи расположения 
точки М для произвольного треугольника. 

158. Произведем последовательно три поворота в одном на- 
правлении вокруг точек К, В и М (или вокруг Ку, В х и Му) на 
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углы а, р и у. Поскольку а + (5 + у = 2я, получившееся преобра- 
зование есть параллельный перенос (см. задачу 140, раздел I). 
Но поскольку одна из вершин исходного треугольника при этом 
останется неподвижной, то неподвижными должны остаться все 
точки плоскости. 

Таким образом, центр третьего поворота (точка М) должен 
совпадать с центром поворота, получающегося в результате после- 
довательного применения двух первых: вокруг точек К и І, 
Теперь можно воспользоваться результатом задачи 140, раздел I. 

159. Пусть 0 1 , 0 2 , 0 3 , 0 4 — последовательные центры квадра- 
тов. Произведем последовательно повороты в одном направлении 
вокруг точек 0 4 , 0 2 , 0 3 , 0 4 на углы в 90°. Рассуждая так же, 
как в предыдущей задаче, покажем, что получившееся преобразо- 
вание оставляет все точки плоскости неподвижными. Следовательно 


(см. задачу 140, раздел 1), каждую из двух пар поворотов: вокруг 
О, и 0 2 и вокруг 0 3 и 0 4 — можно заменить центральной симмет- 
рией относительно одной и той же 
точки О. При этом д 0 4 00 2 и 
Д 0 3 00 4 — равнобедренные прямо- 
угольные треугольники с прямыми 
углами при вершине О. Следователь- 
но, треугольник 0 2 00 4 получается из 
треугольника 0 4 00 3 поворотом во- 
круг О на 90°, т. е. 0 Х 0 3 і — \ 0 2 0 4 |, 

О х 0 3 і_ 0 2 0 4 . 

160. Пусть АВС — данный тре- 
угольник, А Х В Х С Х — треугольник Д, 

Л 2 В 2 С 2 — треугольник б (А х и Л 2 — 
центры треугольников, построенных 
на ВС), стороны треугольника АВС, 
как обычно, — а, Ь, с. 

а) То, что треугольники Л 1 В 1 С 1 
и Л 2 В 2 С 2 правильные, следует, напри- 
мер, из результата задачи 158. 

б) Найдем расстояние от А х до 
М — точки пересечения медиан тре- 
угольника АВС. Пусть N — точка 
пересечения прямой А Х М и высоты к 
стороне ВС, а К — точка пересечения 
с той же высотой прямой, проходя- 
щей через А х параллельно ВС (оче- 
видно, N лежит на продолжении высоты за точку А, а /С— -на 
продолжении за прямую ВС, рис. 48). Если теперь О — середина 
ВС, то 



\В 


аѴ 3 


|Ѵ>:=|/3, \АМ |=2 ІЛ 4 0 !== 3 


^К\=Н а +\А 1 0\ + \АМ\=Н а 



[Н а — высота, проведенная из вершины А), 

а 


I Л Х К , 


— с соз В 
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| А Х М |»«4 | ЛЛ/р = | (| КК |»+! Л, АТ і 2 ) = 

= (^На+аНаѴЗ +-^ ° 2 — ас с<х Ѣ + с 2 сов* В^,= 

= |(«і±^±і! + 25 К з). 

і 

(Мы воспользовались равенствами 8 — ~^аН а , й 2 + с 2 соз 2 В = с 2 

и теоремой косинусов.) Расстояния \В Х М\ и \ С Х М ! находятся 
так же, и все они, как легко видеть, равны. Точно так же найдем 
квадраты расстояний М от точек Л 2 , В 2 , С 2 . Они равны 

в) Используя результат предыдущего пункта, поскольку 5 Д = 

2 2 __ 

= ^ | Л Х М і 2 Ѵз , Ве = 1 Л 2 М 2 Кз , легко получить требуемое 

утверждение. 

161. Докажем, что треугольники СВ Х Л 2 и СЛ^ получаются 
один из другого поворотом около точки С на угол 90°. В самом 

деле, Д САА Х = А СВВ Х ( ВВ,І = | ЛС|, | ВС = | ЛЛ Х |, СвХ = 

= СЛЛі), а поскольку АА Х 1 ВС и ВВ Х 1 АС, то и В Х С 1 А Х С. 
Точно так же Л 2 С и В 2 С равны и перпендикулярны. 

162. Пусть ЛВС — данный треугольник, Я — точка пересечения 
его высот, А х , В и С! — середины отрезков ЛЯ, ВЯ, СЯ, ЛЛ 2 — 
высота, Л 3 — середина ВС. 

Будем считать для удобства, что ЛВС — остроугольный тре- 
угольник. Поскольку В 1 Л 1 С 1 = ВЛС и Д 3^^ = Д В 1 ЯС 1 , то 
В 1 А 2 С 1 — В 1 НС 1 =180° — ВАС, т. е. точки А ѵ В ъ Л 2 , С х лежат 
на одной окружности. Также легко видеть, что В 1 А^С 1 = ВНС І = 

= 180° — ВАС, т. е. точки А ѵ В 1 , Л 3 , С! тоже лежат на одной 
(а значит, на той же) окружности. Отсюда следует, что все 9 
точек, о которых говорится в условии, лежат на одной окружности. 
Случай тупоугольного треугольника ЛВС рассматривается анало- 
гично. Заметим, что окружность девяти точек гомотетична описанной 
окружности с центром в Я и коэффициентом 1/2. (Именно так 
расположены треугольники ЛВС и Л 1 В 1 С 1 .) С другой стороны, 
окружность девяти точек гомотетична описанной окружности 
с центром в точке пересечения медиан треугольника ЛВС ^коэф- 
фициентом — 1/2. (Именно так расположены треугольники ЛВС 
и треугольник с вершинами в серединах его сторон.) 

163. Наше утверждение следует из того, что Я лежит на 
окружности девяти точек, а окружность девяти точек гомотетична 
описанной окружности с центром в Я и коэффициентом 1/2 (см. 
задачу 162). 

164. Наше утверждение следует из того, что Е лежит на 
окружности девяти точек, а окружность девяти точек гомотетична 
описанной окружности с центром в М и коэффициентом — 1/2 
(см. задачу 162). 


ПО 


165. Воспользовавшись для правой части формулами 

г = ^-, и 8=Ѵр(р — а){р—Ь) (р—с), 

легко докажем требуемое соотношение. 

166. Воспользуйтесь формулой Лейбница (задача 153), взяв 
в качестве М центр описанного круга. 

167. Воспользуйтесь формулой Лейбница (задача 153), взяв 
в качестве М центр вписанного круга. Для вычисления, например, 
\МА\' 2 опустим перпендикуляр МК на АВ; имеем (ЛПя| = г, 

I АК ' —р — о, значит, ] АМ 2 = (р — а) 2 -)-г 2 . 

Аналогично вычисляются I МВ 2 и | МС | 2 . При упрощении 
правой части воспользуйтесь результатом задачи 165. 

168. Пусть О— центр описанной около Д АВС окружности, 
а О, — центр вписанной, М— точка пересечения биссектрисы угла В 
с описанной окружностью (рис. 49), 

Поскольку точка О, удалена на Л от 
центра О, то ; ВО, I • 1 0,М 1 = й 2 — А 2 - 
Треугольник 0,СМ — равнобедрен- 
ный: 1 0,М | = | СМ | , так как СО,М = 

= 1(В+С) ибЗ*=4(Й + ^)- 

Проведя диаметр МК и опустив 
на ВС перпендикуляр 0 ,/>, получим 
два подобных прямоугольных тре- 
угольника МКС и О х ВП, откуда 
| МК \ _ |ВОі1 


но 


.ЛІІСІ-8*. 
-г, \МС\ = \МО х \, 



\МС\ 

\ 0,0 \ =г, I МС\ = \МО х \, значит, 

2#г = ! В0 г | - 1 О х М | = Я 2 - Л 

169. Пусть О — центр тяжести треугольника АВС, О — центр 
описанного круга, / — центр вписанного, О, — центр окружности 
девяти точек. О лежит на отрезке 00„ причем 00 | = 2 | 00, |. 

Если 001 = ф, то 

г | 01 |*= | 00 |»-И 01 1*- 2 | 00 [ • ( 01 [ сое <р, 

\ [ 0 Х / | 2 = | 01 Р+ 1 00, р+ 2 | 01 \ • | 00, | со$ф. 

Умножая второе равенство на 2 и складывая с первым, получим 
2 і О,/ | 2 + 1 01 1 2 = | 00 |*+2 | 00, 1*4-3 1 01 1». 

Учитывая, что | 00, | = -і- [ 00 получим 

\ 0 Х 1 і 2 = 2 (з 1 01 1 2 + 1 1 00|*- \01 1 2 ). 

Из результатов задач 165 — 168 получим 


рѴ 5 ,2 _ 16 0,0. 3 02 _° а + Ь * + са — &+ 2 Яг) ■ 




3 Р*+ з 


к* 


-2/?г + 2г 2 


)- 
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Итак, | ОуІ | = 


г , что и означает касание (внутреннее) между 


вписанной окружностью и окружностью девяти точек. 

170. Докажите, что если О — проекция М на АВ, то 

| Ай і 2 — | ВИ , 2 = | АМ ; 2 -| МВ 2 . 


171. Если бы такая точка нашлась (обозначим ее через Ы), 
то прямая МN была бы перпендикулярна всем трем сторонам 
треугольника. 

172. Если М — точка пересечения перпендикуляров, опущенных 
из Ау и Ву на ВС и АС, то (см. задачу 170) 

I МВ І<‘-ІМСІ» = !А 1 ВІ»-ІА 1 С 2 , 

[ МС | 2 -| МА | 2 = | ВуС | 2 -| В Х А | 2 ; 


складывая эти равенства и учитывая условия задачи, получим 
что МВ I 2 — | МА : 2 = | СуВ | 2 — | СуА I 2 , т. е. М лежит на пер- 
пендикуляре, проведенном к АВ через С,. 

173. Из результата задачи 172 следует, что условие того, чтобы 
перпендикуляры, опущенные из Ау, В и Су на стороны ВС, СА 
и АВ, пер'есекались в одной точке, такое же, как и условие пере- 
сечения в одной точке перпендикуляров, опущенных из А, В и С 
на ВуСу, СуАу и АуВу. 

174. Заметим, что перпендикуляры, опущенные из Ау, Ву, Су 
на ВС, СА, АВ соответственно, пересекаются в точке О, затем 
воспользуемся результатом задачи 173. 

175. В следующей задаче (176) доказывается более общий 
факт. Из рассуждений задачи 176 будет следовать, что центр 
окружности расположен на прямой АВ. 

176. Введем прямоугольную систему координат. Если коор- 
динаты точек Ау, А 2 , .... А п -(Ху, У у), (х 2 , у 2 ), .... {х „, у„), 
точки м — (х, у), то уравнение точек нашего множества будет 
иметь вид 

ох 2 + ау* -{- Ьх + су + <і = 0, 

где а = ку-}-к 2 -\-...-{-к п , откуда и следуез наше утверждение. 

177. Если б — точка касания, О — центр'данной окружности, то 

I ОМ і 2 — | АМ | 2 = ] ОМ I 2 — | ВМ | 2 = | Об і 2 = /? 2 . 

Значит, М лежит на прямой, перпендикулярной О А (см. задачу 170). 

178. Условие, определяющее множество точек М, эквивалентно 
условию | АМ ! 2 — й 2| бМ 2 == 0, т. е. это есть окружность (см. 
задачу 176). Эта окружность называется окружностью Аполлония-, 
ее центр, как легко убедиться, лежит на прямой АВ. 

Поскольку МВ является биссектрисой АМС, то = 

| МС I 

. Следовательно, биссектриса внешнего угла по отношению 

АМС пересекает прямую ,4С в постоянной точке К'. 
АВ I 

и искомое множество точек М есть дуга окруж- 

ности, построенной на ВК как на диаметре, заключенная между 
прямыми, перпендикулярными отрезку АС и проходящими через 
точки А и С. 
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180. Пусть О, и 0 2 — центры данных окружностей, г, и г» — 
их радиусы, М — точка искомого множества, МА, н М,4, — каса- 
тельные. По условию МА Х =к МА 2 ■ Следовательно, МО, I 2 — 
-к* М0 2 » = ( ■ МА Х 2 + г*)-к>( мл 2 2 +г»)=г>-* 2 г 2 . Значит 
(см. задачу 175), искомое множество точек М при к Ф 1 есть 
окружность с центром на прямой 0,0,,. при *= 1 искомое множе- 
ство есть прямая, перпендикулярная 0,0 2 . 

181. Пусть (рис. 50) К и 0 — точки пересечения касательной 
ко второй окружности, проходящей через О, с касательными 
к первой, проходящими через В и А, а М и /V — другие две точки. 

Легко видеть, что ОКВ=СМА (каждый из этих углов равен 
половине разности углов, соот- 
ветствующих дугам АВ и СЪ). / 

Поэтому (на нашем рисунке) 

1'МЫ + СКМ= 180°. 

Следовательно, четырехуголь- 
ник К^МN — вписанный. Далее, 
имеем 

I 


I О К \ зіп ЭВК 


зіп ВИК 


іКВ, 


зіп 2 АВ 
8Іп ^ ОС 



Аналогично находятся отно- 
шения длин касательных, прове- 
денных через точки В, М и N. Рис. 50. 

Все эти отношения равны между 

собой; значит, центр окружности, описанной около 7<ХМ N , лежит 
на прямой, проходящей через центры данных окружностей (см. 
задачу 175). 

182. Выразив расстояния от вершин треугольника до точек 
касания, проверьте выполнение условия задачи 172. 

183. Пусть ЛМ, | : | ВМ, | : | СМ, | = р : : г. Тогда множество 

точек М таких, что 

(г 2 -Я 2 ) > АМ | 2 + (р 2 — г 2 ) | ВМ і*+(<7 2 — р 2 ) | СМ | а = 0, 

есть прямая линия, проходящая через А М 2 и центр описанного 
около л ЛВС круга (см. задачу 176). 

184. Точки М, и М 2 принадлежат множеству точек М, для 
которых 5 I МА і 2 — 8 | МВ 2 -{-3 | МС , 2 = 0. Это множество есть 
прямая линия, и, очевидно, центр описанного круга удовлетворяет 
условию, определяющему это множество (см. задачу 176) 

185. Пусть I АЛ, |=а. |ВВ,| = 6, |СС,|=с, \Л і В 1 \-х, 

ВіСі =У, [С,л, |=г. Тогда | АВ, | 2 = а 2 + х 2 , I В 2 С , 2 = с 2 +У 2 , 

,СЛ, 2 = с 2 + г 2 , Л,В| 2 = 6 2 + х 2 , I ВС, 2 = & 2 + і/ 2 , \с\а 
Теперь легко проверить условие задачи 172. 

186. Пусть ! ЛО ! =лг, ВО \ ~у, | СО \—у,\ АВ { —а. Обозначим 
через Л 2 , В 2 , С 2 точки касания окружностей, вписанных в тре- 
угольники ВСО, СЛО, ЛВО, со сторонами ВС, СА, АВ. Перпен- 
дикуляры, проведенные через точки Л,, В,, С, к сторонам ВС, СА 
и А В совпадают с перпендикулярами, восставленными к тем же 
сторонам в точках Л 2 , В 2 , С 2 . 
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Но \ВА г \= а+У п - Л \А г С 


\С,В 


а + у- 


; д + г ~» . 

1 2 

, [ЛВ 2 | = 


, аналогично | АС 2 1 — 
а+х — г 


I ВХ I = 


а ~^ г — . Теперь легко проверить условие задачи 172. 


2 

187. Примените условие, доказанное в задаче 173, взяв 
в качестве точек А, В и С центры окружностей, а в качестве 
точек Ах, Вх, С х — по одной из точек пересечения окружностей 
(/1 1 — одна из точек пересечения окружностей с центрами В и С 

И Т ' Д-)- оп ™ 

188. Возьмем третью окружность с диаметром В С. Общими 
хордами 1-й и 3-й, а также 2-й и 3-й окружностей являются 
высоты треугольника, опущенные из вершин В и С. Следовательно 
(см. задачу 187), общая хорда данных окружностей также про- 
ходит через точку пересечения высот треугольника АВС. 

18». Пусть О — центр данной окружности, Я — ее радиус, 
МС — касательная к ней. Имеем: |МО| 2 ==|МЛЧ а =|МО| 2 — 
— \МВ !■ \МА | = | МО I 2 — 1 МС \ 2 = Я 2 , Т. е. точка М лежит на 
прямой, перпендикулярной прямой ОЫ (см. задачу 170). Легко 
показать, что все точки этой прямой принадлежат нашему 
множеству. 

190. Пусть О — центр окружности, г — радиус окружности, 
\ ОА\ — а, ВС — некоторая хорда, проходящая через А, М — точка 
пересечения касательных. Тогда 

| ОМ 2 = I ВМ | 2 +г 2 . 


1 


АМ ; 2 =|ВМ| 2 - Т |ВС | 2 + 

= 1 вм | 2 -|вс(-|вл ! + 


ІВС 


2 

2 

ВЛ! 2 = 


-|ВЛ|) а = 


ВМ I 2 — | ВЛ I • [ ЛС 1 = 

= | ВМі 2 -г 2 +а 2 . 


Таким образом, | ОМ і 2 — | АМ | 2 =2/- 2 — о 2 , т. е. (см. задачу 170) 
искомое множество точек есть прямая, перпендикулярная О А. 
Эта прямая называется полярой точки Л относительно данной 


окружности. 

191. Имеем 

[ АС Х | 5 АССі _ уі ЛСИССііяп АССх ~ 

I СхВ | 5 ССіВ _1_ | ССі | . [ св | 8ІП ^св 

Получив аналогичные равенства для отношений 


[ АС | зіп АССх 
1 ^ 1 зіп СХВ 

\ ВАх I ІСВ^ 
I АхС | | В ( А\ 


перемножив их, получим требуемое утверждение. 

192. Покажем, что если прямые АА,, ВВ 1 и СС г пересекаются 
в одной точке (обозначим ее через М), то #* = 1 (а следовательно, 
и /?= 1; см. задачу 191). По теореме синусов для д АМС 


зіп АССх ) АМ \ 
зіп Л Х ЛС [ МС | 

Записав аналогичные равенства для треугольников АМВ и ВМС 
и перемножив их, получим требуемое утверждение. Обратно, если 
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Д = 1 и все точки А х , В х , С х лежат на сторонах треугольника 
(или лишь одна из них), то, проведя прямые АА Х и ВВ Ъ обо- 
значим точку их пересечения через М х , пусть прямая СМ Х пере- 
секает АВ в точке С 2 . Учитывая условия задачи и доказанную 

необходимость условия Л = 1, будем иметь г^%-! = і4%і, причем 
„ „ I с і й I I С гВ | 

точки С х и С 2 лежат одновременно или на отрезке АВ, или вне 
его. Следовательно, С х и С 2 совпадают. 

193. Пусть А х , В и С, лежат на одной прямой. Проведем 
через С прямую, параллельную АВ, и обозначим через М точку 


угольников получим 


ВА, 


\ВС Х > 


ІСВіІ 

1 ОМ | 

1 В Х А\ 

1 АС Х | 


Заменив 


\АгС I \СМ\ 

соответствующие отношения в выражении В (см. задачу 191), 
получим, что В — 1. Обратное утверждение доказывается аналогично 
тому, как это было сделано в задаче 192 (проведем прямую В Х А Х , 
обозначим через С а точку ее пересечения с АВ и т. д.). 

194. Проверьте, что если для данных прямых /?* = 1, то и 
для симметричных будет так же. При этом, если прямая, проходя- 
щая, например, через вершину А, пересекает сторону ВС, то и 
прямая, ей симметричная относительно биссектрисы угла А, также 
будет пересекать сторону ВС. 

195. Если А„, В 0 , С 0 — середины отрезков АО, ВО, СО соот- 
ветственно, то построенные прямые оказываются симметричными 
прямым А 0 О, В 0 О, С 0 О относительно биссектрис треугольника 
А 0 В 0 С 0 (см. задачу 194). 

196. Пусть К — точка на радиусе, перпендикулярном сто- 
роне АС, а Е — на радиусе, перпендикулярном стороне АВ. 
Прямая ВК пересекает АС в В х , а прямая СЕ пересекает АВ 


М и IV — ее точки пересечения с АВ и ВС. Очевидно, 


\АВ Х \ 

\мк 

\в х с\ 

! /СУѴ 


с АС и ВС в точках Р и 0, будем иметь | = ■ Аналогич- 

Ь Х А I I ьг | 

ное построение сделаем для третьего радиуса. Заменяя отношения, 
входящие в В (см. задачу 192), учтем, что для каждого отрезка 
в числителе найдется равный ему в знаменателе, например: 
| М/С | = | ІЯ |. 

197. Рассмотрим треугольник АСЕ, через вершины которого 
проведены прямые Ай, СР и ЕВ. Синусы углов, образованных 
этими прямыми со сторонами треугольника АСЕ, пропорциональны 

хордам, на которые они опираются ( например віпСАО = , 

\ 2 /< 

где /? — радиус окружности^; следовательно, условие /?* = 1 

(см. задачу 192) эквивалентно условию, данному в задаче. 

198. Заметим (рис. 51, а), что Д АРМ подобен д АМЧ, 
Д АРЕ подобен д АКЧ> Д АКЫ подобен д АЕЫ\ из этих подо- 
бий получаем 


\РМ\ 


АМ \ 


>Щ\ 


\АЧ[ 


ЧК I | АЧ і 




I АЕ \ 


\РЕ\ |ЛІ|’ | /Ѵ/С | ~ | Л7Ѵ і 
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Перемножая эти равенства и учитывая, что 1 АМ ' — | АЫ |, получим, 
\РМ\-\ЧК\-\ЬЫ \ , 

что ■ , — г т - . - р :- = 1, а это (см. задачу 197) и есть необхо- 

тц | ■ I ■ | /V д 

димое и достаточное условие того, чтобы прямые МЫ, РК и <37, 
пересекались в одной точке. 



Способ построения касательной с помощью одной линейки 
понятен из рис. 51, б. Числа 1, 2, ... показывают последователь- 
ность проведения прямых. 

199. Проверьте, что выполняется равенство /?= 1 (в пункте б 
воспользуйтесь результатом задачи 50) и что все три точки лежат 
на продолжениях сторон треугольника. Таким образом, наше 
утверждение следует из теоремы Менелая (см. задачу 193). 

200. По свойству секущих, проведенных из внешней точки 
к окружности, или по свойству отрезков хорд окружности, про- 
ходящих через одну точку, будем иметь , ВС, \ • | ВС 2 = В А, 1 ■ | ВЛ 2 

! СВ, | • | СВ 2 | ; СЛ, | • | СЛ 2 |, | ЛВ, | • ЛВ 2 | = | АС, ! ■ ЛС 2 I. 

Теперь легко проверить, что если утверждение теоремы Чевы 
(равенство /?=1) выполняется для точек Л,, В,, С,, то оно вы- 
полняется и для точек Л 2 , В 2 , С 2 . При этом из утверждения 
задачи следует, что или все три точки Л 2 , В 2 , С 2 лежат на соот- 
ветствующих сторонах треугольника, или только одна из них 
(см. задачу 192). 

201. Записав равенство /?=1 (согласно теоремам Чевы и 
Менелая — см. задачи 192 и 193) для точек Л,, В,, С,; Л,, В,, С 2 ; 
Л 2 , В,, С,; Л,, В 2 , С„ мы получим, что и для точек Л 2 , В 2 , С 2 
/?=1. Теперь осталось лишь доказать, что или все три точки 
Л 2 , В 2 , С 2 лежат на продолжениях сторон треугольника (так бу- 
дет, если точки Л„ В,, С, — на сторонах треугольника), или лишь 
одна находится на продолжении (если на сторонах треугольника 
одна из точек Л,, В,, С,), и воспользоваться теоремой Менелая 
(см. задачу 193). 

202. Воспользуйтесь теоремой Менелая (см. задачу 193). 
В качестве вершин данного треугольника возьмите середины сто- 
рон треугольника ЛВС, на сторонах и продолжении сторон кото- 
рого лежат рассматриваемые точки. 

203. Если а — длина стороны пятиугольника МКІЫР, 
Ь — длина стороны пятиугольника с одной стороной на ЛВ, 
с — длина стороны пятиугольника, у которого одна сторона — 
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на АС, то 


зл,' 


ЛС,' 


!СВ,' 


АВ, то 
Искомое 


С Х В Ь ’ ! АВ 1 ! с ' \СА г і а 
Перемножив эти равенства, найдем, что /? = 1 , и воспользуемся 
теоремой Чевы (задача 192). 

204. Воспользуйтесь результатами задач 198 и 190. Получен- 
ное множество совпадает с множеством задачи 190, т. е. это есть 
поляра точки А относительно данной окружности. 

205. Если N — точка пересечения прямых Р<3 и 

І"І, Т . е. N — фиксированная точка. 

| АЫ АС} | АС ! 
множество есть окружность с диаметром СЛС 

Если теперь М — фиксированная точка, то О лежит на пря- 
мой, параллельной прямой УИУѴ и проходящей через такую фикси- 

, „ . „ „ | АІ | і ЛУѴ 

рованную точку 3 на прямой АВ, для которои . р -■ =гтттггі 

I і С N I 

причем I так же расположена относительно отрезка АВ, как N 
относительно отрезка АС. 

206. Обозначим (рис. 52) через ср угол между ВО и ЛС; 

1 


= *- I АК 


° АРК 

= 2 ВР ' 

5 АРК ~ 5 ВРС> 

= ВР і • ло 


РП \ 5ІП ф, 


>врс- 


ВР | • | ОС | аіп ф = 


ЛО | зіпф. Поскольку 

| АК\ ■ |РО| = 
| АК | 1 ВО | 

I ло і ' і ВР Г 
= 1 ; но по теореме Менелая для 

д ВОК (см. задачу 193) I ^ х 


\АЛ\ 
следователь- 



і ОР | | ВМ | , 

Х ! РВ | ‘ | МК I - ’ 
но, | ВМ | = | МК I, т. е. искомое 
множество есть средняя линия 

Д ЛВС, параллельная стороне АС (если же точки Р и К брать 
на прямых АС и ВО, то мы получим прямую, параллельную 
стороне АС, проходящую через середины отрезков АВ и ВС). 




207. Пусть С — вершина данного угла, р — его величина. 
Опустим из 0 перпендикуляры ОК и ОІ на стороны угла 
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(рис. 53, а). Около четырехугольника ОКАМ можно описать 
окружность. Следовательно, КМО = КАО. Аналогично ОМЕ = ОВВ. 

Значит, КМЬ — КАОА-ОВЬ — а + Р, т. е. М лежит на дуге окруж- 
ности, проходящей через К и І и вмещающей угол (а + Р); при 
этом все точки этой дуги принадлежат нашему множеству. Если 
а<Р, то этим наше множество исчерпывается. Если же а>0, 
то добавятся точки М по другую сторону от прямой КЕ, для ко- 
торых КМЬ — а — р (рис. 53, б); при этом множеством точек будет 
пара дуг, концы которых будут определяться предельными 
положениями угла АОВ, когда одна его сторона становится па- 
раллельной стороне неподвижного угла. Если лучи неподвижного 
угла р и подвижного а продолжить — вместо углов рассматривать 
пары прямых, то искомое множество будет целой окружностью 
(содержащей обе дуги, о которых говорилось выше). 

208. Рассмотрим четырехугольник йЕРМ. ЭЕМ = ЭРМ — 
— 90°, следовательно, этот четырехугольник вписанный. Значит, 


ОМЕ=ОРЕ= 45°. Искомое множество есть прямая ОС. 



Рис. 54. 


209. Рассмотрим случай, когда точка В лежит внутри данного 
угла. Прежде всего заметим, что все получающиеся д ВСО 

(рис. 54) подобны между собой, поскольку ВСО = ВАО, ВйС = 
— ВАС. Поэтому, если И — середина СО, то постоянными будут 

углы ВЫС и В/ѴО. Опишем около Д ВЫС окружность. Пусть 
К — вторая точка пересечения этой окружности с АС. Поскольку 

ВК А — 180° — В/ѴС, точка К фиксирована. Аналогично, фиксиро- 
ванной будет точка С — вторая точка пересечения окружности, 
описанной около Д В/ѴО, с прямой Ай. При этом 

І7Ѵ/Г= С/ѴВ + В/Ѵ/Г= 1 80° - ВОЛ + ВСК = 180°, 

т. е. Л/ лежит на прямой ЬК. Множество точек N есть отре- 
зок ІК, а множеством центров тяжести Д ЛСО будет отрезок, 
ему параллельный, делящий АК в отношении 2 : 1 (получается 
с помощью гомотетии с центром в Л и коэффициентом 2/3). 
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210. Если 0— вершина угла, АВСй — прямоугольник (А фи- 
ксирована), то точки А, В, С, О, 0 — на одной окружности. Сле- 
довательно, СОА =90°, т. е. точка С лежит на прямой, перпен- 
дикулярной ОА и проходящей через О. 

211. Заметим, что все получающиеся треугольники АВС по- 
добны между собой. Следовательно, если мы возьмем в каждом 
треугольнике точку К, делящую сторону ВС в одном и том же 

отношении, то, поскольку АКС сохраняет постоянное значение, 
точка К будет описывать окружность. Значит, точка М, деля- 
щая А К в постоянном отношении, также будет описывать окруж- 
ность, получающуюся из предыдущей с помощью гомотетии с цент- 
ром в точке Лис коэффициентом к = ~ — — . Это рассуждение 

используется во всех пунктах а), б) и в). 

212. Пусть К — середина АВ, а М — основание перпендику- 
ляра, опущенного из К на АС. Все треугольники АКМ подобны 
между собой (по двум углам), следовательно, будут подобны все 
треугольники АВМ. Теперь легко получить, что искомое множе- 
ство есть окружность с хордой ВС, причем углы, опирающиеся 
на эту хорду, равны углу АМВ или к нему дополнительному. 
(Меньшая дуга этой окружности расположена по ту же сторону 
от ВС, что и меньшая дуга исходной окружности.) 

213. Если М у Ы, В и К — данные точки (М и N — на проти- 
воположных сторонах прямоугольника, і и К также), Р — сере- 
дина МЫ, С? — середина КС, 

О — точка пересечения диаго- 
налей прямоугольника (рис. 55), 
то РОС} = 90°. Следовательно, 
искомым множеством будет ок- 
ружность, построенная на Р<2 
как на диаметре. 

214. Обозначим радиусы 

данных окружностей через Я 
и г (Я > г), точку касания 
хорды ВС с меньшей окруж- 
ностью — через О; К и С будут 
точки пересечения хорд АС и АВ с меньшей окружностью и, 
наконец, О — центр окружности, вписанной в А АВС. Поскольку 
угловые измерения дуг ХК и АС одинаковы, можно записать 
| АК \=гх, \АС\ = Ях ; отсюда получим |1>С |*= | АС \ • | С/С | = 
— (Я — г)Я\ 2 . Аналогично \АВ\=Яу, |ОВ|*= (Я — г) Яу 2 ; следова- 
тельно, ^ = I ЛВ 1 ' Т ' е ' ^ — биссектриса угла ВАС. 

Далее, имеем 



Ях 


[ АО | ^ | АС | 

|ОП| = ! СО I ~Ѵ{Я-г)Ях 

Таким образом, искомым множеством точек будет окружность, 
касающаяся изнутри двух данных в той же точке Л, с радиусом 

АО I гѴ'Я 

Р =г — 


\Ай[ 


Уя+Ѵя-Г ' 
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215. Покажите, что если М г и М 2 — две различные точки, 
принадлежащие нашему множеству, то любая точка М отрезка 
прямой М Х М 2 внутри треугольника также принадлежит этому 
множеству. Для этого, обозначив через лу, у х , г х расстояния от М г 
до сторон треугольника, через х 2 , у 2 , г 2 расстояния от М 2 , можем 
выразить расстояния х, у, г от М до сторон через эти величины 
и расстояния между М и М 2 , М. Так, например, если , М Х М \ = 
— к\М х М 2 \ и направления М,М и М Х М 2 совпадают, то х = 
=* О — к)х х +кх г , у = (1 —к) у х + ку 2 , г = (1 — к)г 1 + кг 2 . 

Отсюда следует, что если равенство выполняется для трех 
точек внутри треугольника, не лежащих на одной прямой, то оно 
будет выполняться для всех точек треугольника. 

Замечание. Утверждение задачи останется верным для 
произвольного выпуклого многоугольника. Волее того, можно 
рассматривать все точки плоскости, но при этом расстояния до 
прямой от точек, расположенных по разные стороны от нее, 
должны браться с противоположными знаками. 

216. Для того чтобы расстояния х, у, г были сторонами тре- 
угольника, необходимо выполнение неравенств х<.у-\-г, у <; 
<г-\-х, г<х-\-у. Но множество точек, для которых, например, 
х — у-\- 2 , есть отрезок с концами в основаниях биссектрис (в осно- 
вании биссектрисы два расстояния равны, а третье равно нулю, 
следовательно, равенство выполняется; а из предыдущей задачи 
следует, что это равенство выполняется для всех точек отрезка). 

Ответ; искомое множество состоит из точек, расположен- 
ных внутри треугольника с вершинами в основаниях биссектрис. 

217. Пусть ЛВСД — описанный четырехугольник, О — центр 
вписанной окружности, М х — середина АС, М 2 — середина ВО, 
г — радиус окружности (расстояния от О до сторон равны г), 
*і. Уі. *і, «! — расстояния от М, до АВ, ВС, СО, ОЛ, х 2 , у 2 , 
г 2 , и 2 — соответственно расстояния от М 2 до тех же сторон" По- 
скольку | ЛВ | + ! СО і = ! ВС | + [ ОЛ ! , то 

I Л В | г — | ВС і г + і СО | г — | О Л [ г = 0. 


Кроме того, 

| АВ\х 1 -\ВС\у 1 + \СО\г 1 -\ОА \и х = 0, 

! Л В | х 2 — | ВС | у 2 ~\~ \ СО I 2 2 — | О Л и 2 ~ 0 

а это и означает, что точки О, М и М 2 лежат на одной прямой 
(см. замечание к задаче 215). 

Точно так же разбираются другие случаи расположения точек 
Л, В, С и О и центра окружности. При этом нужно использо- 
вать соотношения, возникающие между отрезками { АВ\, \ ВС ], 
СС , ДЛ | (см. задачи 155, 156), и в соответствии с замеча- 
нием к задаче 215, если какие-то две точки окажутся располо- 
женными по разные стороны от какой-либо прямой, то соответ- 
ствующим расстояниям нужно приписывать разные знаки. 

218. Пусть О х и 0 2 — центры данных окружностей, прямая ОіО г 
пересекает окружности в точках Л, В, С, О (последовательно). 
Рассмотрим два случая. 

а) Прямоугольник КИУІІУ расположен таким образом, что 
противоположные вершины К , М лежат на одной окружности, 
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а С и Ы — на другой. В этом случае, если Р — точка пересечения 
диагоналей (рис. 56, а), то 

I О х Р і а - ! 0 2 Р і« = (| 0 Х К Р - 1 КР I*) -(| 0 2 Ь |*_ | ЬР ,*) = 

= 1 о г к (■— | <Ѵ- » = /??-/?§, 

где и Я 2 — радиусы окружностей, т. е. точка Р лежит на общей 
хорде окружностей, при этом исключается середина общей хорды 
и ее концы, так как в этом случае прямоугольник вырождается. 



б) Две соседние вершины прямоугольника КШЛ' лежат на 
одной окружности, а две — на другой. Поскольку перпендикуляры, 
опущенные из О і на К/Ѵ и из 0 2 на СМ, должны делить их попо- 
лам, прямая 0 Х 0 2 является осью симметрии прямоуголь- 
ника ШМЫ. 

Пусть Р 2 < и радиус 0 2 С образует угол <р с линией цент- 
ров. Проведем через I прямую, параллельную 0 Х 0 2 . Эта прямая 
пересечет окружность О, в двух точках: К х и К 2 , и точке I 
будут соответствовать два прямоугольника: К Х ІМЫ Х и К 2 іМЫ 2 
(рис. 56, б). При изменении <р от 0 до я/2 угол -ф, образованный 
радиусом О х К х с лучом 0 Х 0 2 , меняется от 0 до некоторого значения ф 0| 
при дальнейшем изменении ср (от я/2 до я) ф уменьшается от ф 0 
до 0. При этом центры прямоугольников К 1 ІМЫ 1 опишут отре- 
зок от середины СО до середины ВС, исключая крайние точки и 
точку пересечения этого отрезка с общей хордой. Аналогично, 
центры прямоугольников К 2 ^МN 2 будут заполнять интервал 
с концами в серединах АВ и ЛО (концы интервала не входят 
в наше множество). 

Если три вершины прямоугольника, а значит, и четвертая 
лежат на одной окружности, то центр прямоугольника совпадает 
с центром соответствующей окружности. 

Таким образом, искомое множество есть объединение трех 
интервалов: концы первого — середина АВ и середина Ай, концы 
второго — середина ВС и середина СО, концы третьего — точки 
пересечения окружностей. При этом исключается середина общей 
хорды. 

219. Если В и С — первая и вторая точки отражения, О — центр, 

то ВО —биссектриса СВ А. Путь шарика симметричен относитель- 
но диаметра, содержащего С, поэтому А лежит на этом диаметре. 

Если ВСО —СВО =ф,то АВО = ф, В0А = 2ф, применяя теорему 
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синусов к Д АВО (| ВО ) = Я, 1 ОА |*=о), получим , 

„ Я — а Я 

откуда сов 2<р= . и П Р И «>-д- можно наити <р. 

Ответ: указанное множество состоит из точек, расположен- 
ных вне окружности радиуса Я/ 3. 

220. Если Л— данная точка, РИА =90°, АО параллельна 

данным прямым, ЛЕЯ = 90° (рис. 
57), то | ОЛ і = | ЛЕ|- Кз, т. е. 
О — фиксированная точка. 

Искомое множество— две пря- 
мые, перпендикулярные данным 
прямым. 

221. Если прямая АВ не па- 
раллельна I, то существует две 
окружности, проходящие через Л 
и В и касающиеся I. Пусть их 
центры — Оі и Оу Искомое множество есть прямая 0,0 2 , исклю- 
чая интервал (0^ 0 2 ). Если АВ параллельна I, искомое множе- 
ство состоит из одного луча, перпендикулярного I. 

222. а) Пусть (рис. 58) Л — вершина некоторого треуголь- 
ника. Продолжим отрезок АМ за М на величину | МЯ \ =-% I АМ !• 



Точка N является серединой стороны, противоположной вер- 
шине Л; следовагельно, N должна находиться внутри описанной 

окружности, т. е. внутри ок- 
ружности с центром в О и ра- 
диусом | ОА |. Опустим из О 
перпендикуляр ОЯ на АЯ . 
Должно выполняться неравен- 
ство ] АЯ ! > 1 ЯЯ ]. Если 

АМО ^ 90°, это неравенство 
выполняется автоматически. Ес- 



Рис. 58. 


ля же АМО < 90°, то должно 
быть ! АМ | — | МЯ [>)МІѴ| + 

+ .|М«|=*| ЛЛ1|-1|ЛАІ|> 

>2| МП | => | АМ | >41 МЯ\. 
Но Я лежит на окружности а 
с диаметром ОМ; значит, Л 
должна быть вне окружности, 
гомотетичной окружности а с 
коэффициентом 4 и центром гомотетии в М. Далее, точка N не 
должна попасть на окружность а, так как в противном случае 
сторона треугольника, серединой которого она является, будучи 
перпендикулярной ОЯ, лежала бы на прямой ЛЛ^, т. е. все вер- 
шины треугольника были бы на одной прямой. 

Следовательно, Л не должна лежать на окружности, гомоте- 
тичной а с центром гомотетии М и коэффициентом — 2. 

Таким образом, если мы возьмем на прямой ОМ последова- 
тельно точки Е и К так, что ] ТО 1 : ] ОМ | : ( МК і == 3:1:2, и 
построим как на диаметре на ЕМ — окружность /, на МК— окруж- 
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ность 2, то искомым множеством будут все точки вне окружно- 
сти 1, исключая точки окружности 2, кроме точки К (точка К 
входит в наше множество). 

б) Если О — центр описанного круга, М — центр тяжести тре- 
угольника, то К (см. пункт а)) будет точкой пересечения высот 
треугольника (см. задачу 20, раздел I). Но для тупоугольного 
треугольника расстояние от центра описанного круга до точки 
пересечения высот больше радиуса описанного круга. Следова- 
тельно, вершины тупоугольного треугольника находятся внутри 
окружности 3, построенной на СК как на диаметре, вне окруж- 
ности / , исключая точки окружности 2 (при этом вершины тупых 
углов находятся внутри окружности 2). 

223. Пусть (рис. 59) ЛВС — исходный правильный треуголь- 
ник, — произвольный треугольник (Л^ || АС, Л х Ві | АВ), 



О — центр круга, 0 1 — точка пересечения высот Д Л 1 В 1 С 1 . Пусть 
ВОВх=у. Поскольку ОхВхЧОВ, '0В^0 1 = ф; так как С^)^ = 
= С х ОВ г = 120°, четырехугольник С 1 0 1 0В 1 вписан в некоторую 
окружность, и, значит, С^ОС^б^С^ 30*— <р. Таким образом, 


0 ,0В = <р-ф 120° + 30°— ф= 150®, т. е. прямая ОО, параллельна СВ. 
Для того чтобы определить, сколь далеко точка Ох может «уйти» 
по этой прямой, заметим, что для определения положения точки О, 
нужно через переменную точку Вх провести прямую, параллель- 
ную ОВ, до пересечения с прямой, проходящей через О парал- 
лельно СВ. Наиболее удаленные точки, очевидно, получатся для 
концов диаметра, перпендикулярного ОВ. Таким образом, иско- 
мым множеством будет МЫ — отрезок прямой, параллельной СВ, 
длиной 4К с серединой в О, а все множество будет состоять из 
трех таких отрезков. 

224. Если (рис. 60) ЛВС — данный треугольник и вершина 
описанного прямоугольника АКЬМ совпадает с А (В— на КС, 
С — на СМ), то С принадлежит полуокружности с диаметром ВС, 
причем углы ЛВС и ЛСС тупые, т. е. у С будет два крайних по- 
ложения: С, и С а , С г СЛ = С 2 ВЛ = 90®, центр же О будет описы- 


вать дугу, гомотетичную С,С 2 с центром гомотетии в Л и коэф- 
фициентом 1/2. 

Ответ: если треугольник остроугольный, то искомое мно- 
жество есть криволинейный треугольник, образованный дугами 
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полуокружностей, - построенных на средних линиях как на диа- 
метрах и обращенных внутрь треугольника из средних линий. 

Если же треугольник не остроугольный, то искомое множе- 
ство состоит из двух дуг полуокружностей, построенных таким же 
образом на двух меньших средних линиях. 



225. Если (рис. 61) мы повернем первый квадрат вокруг 
точки М на 60° или по часовой стрелке, или против, то он дол- 
жен целиком попасть внутрь второго. Обратно, каждому квад- 
рату, расположенному внутри большего, равному меньшему, сто- 
роны которого образуют углы в 30° и 60° со сторонами большего, 




Рис. 61. 


соответствует точка М, обладающая нужным свойством. (На ри- 
сунке этот квадрат обозначен штриховой линией.) Эта точка будет 
центром поворота на 60°, переводящего квадрат АВСЭ в квад- 
рат Л 1 й 1 С 1 0 1 , ее можно получить из О, поворотом в нужном на- 
правлении на 60° вокруг О. Рассмотрим крайние положения квад- 
ратов (когда две вершины попадают на стороны боль- 

шего). Их центры служат вершинами квадрата КШЫ, сторона 

которого соответственно равна Ь — ^ а(Ѵ / 3+і) (стороны квад- 
рата КіК N параллельны сторонам данных квадратов, центр совпа- 
дает с центром большего). Таким образом, искомое множество 
состоит из объединения двух квадратов, один из которых получен 
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из квадрата КЬЯЫ поворотом вокруг О на 60° в одном направ- 
лении, другой — поворотом на 60 ° в противоположном направлении. 

Задача имеет решение, если (Кз+1) (точки Р и <Э 

могут быть на границе своих квадратов). 

„„ 226 ' ]акая точка М одна (рис. 62) — центр тяжести треуголь- 
ника (точка пересечения медиан). Легко видеть, что в этом слу- 
чае для любой точки N на гра- 3 

нице треугольника в качестве 
точки Р можно взять одну из 
вершин треугольника. 

Возьмем какую-либо дру- 
гую точку М ѵ Будем считать, 
что эта точка находится внутри 
или на границе Д АМО, где 
М — центр тяжести д АВС, 

О — середина АС. Проведем че- 
рез прямую, параллельную 
ВО, и в качестве N возьмем 
точку пересечения этой прямой 
с Ай, а через М. г обозначим 
ее пересечение с АМ. Очевид- 
но, для любой точки Р внутри или на границе треугольника 
площадь д М Х ЫР не превосходит площади одного из тре- 
угольников АМ , М. 2 ЫС, М 2 /ѴВ. Очевидно также, что 5... < 

Далее, если Ай I = 



3 АЛШ~ б 5 - 


<5 

= ! ОС | = а, | N0 
5 


\М 2 Ы\ 


= х, то 

I АТС I 


3 .М г ,ѴС 

і МО | | ОС | 

Наконец, 

$м г ыв 


аА — х* 


■"АЛЮ 


\ М ^\ 


/ѴО I 

\м щ ' г лоТ 


(а—х) х 
а а 


< 1. 


227. Если А, 


то углы д АВІ равны — , 


В, С — углы д АВС, 

А 



А 90° о. А 
2 ’ + 2 

(рис. 63); следовательно, искомое множество, изображенное на 
рис. 63, пара треугольников, две стороны которых — отрезки 
прямых, а третья — дуга, являющаяся частью сегмента, пос- 
троенного на А! и вмещающего угол а/2. 

228. Восставим к ВМ в точке М перпендикуляр, пусть 
В точка ^ пересечения этого перпендикуляра и восставленного 
к исходном прямой в точке В. Покажем, что величина | РВ по- 
стоянна. Пусть МВС = ф; через К и В обозначим основания пер- 
пендикуляров, опущенных из Л и С на МВ. По условию 
I МК і , і ІМ , 3 

■ ~Ь ттттт — *> но | СС | = | ВС | зіп ф, | АК | = | В А і зіп <р. 


I КА 


\1С\ 


1 25 


Значит, 

|Ж | 


\Ш\ 


[ В А | 8іп ер 


\ВМ 


\ ВС I 8ІП ф 

__ I ВМ I + 


| ВА 


— к <=> 
ВК[ + 


I 


8ІП ф 

і 


ВМ \ + I ВС 
I ВС і 8ІГ1 ф 

! ВК | 


= * С=> 

I вс 


8іпф \| ВА\ + | вс I )- \| В А \ 8ІПФ |ВСі8Іпф 

к I В А 


С=> 


| ВМ | к В А'-' ВС 


= к <=> 
ВС 


8ІП ф 


К I ол 1 • I пь I п о I _ « I «л I I 

івлжвсТ ^ 1 івл:+івсі’ 


что и требовалось. 

Следовательно, искомое множество состоит из двух окружно- 
стей, касающихся прямой АС в точке В, с диаметрами, равными 
>. \ВА\.\ВС\ 

\ВА\ + \ВС\- 

229. Продолжим АС) за точку <2 и возьмем на этом луче точку 
М так, что |<?М|= ^ |Л<2|, и точку А х так, что | МЛі [ = | ЛМ |; 

М — середина стороны ВС треугольника ЛВС; СВЛ Х = ВСЛ, 
ЛВЛ = 180° -ВЛС. 

Следовательно, если мы построим на ЛМ, МЛ! и ЛЛ, как 
на диаметрах окружности, то искомое множество будет состоять 
из точек, расположенных вне первых двух и внутри третьей окруж- 
ности. 

230. Разберите 4 случая: треугольник ЛВС — остроугольный, 
один из углов Л, В или С — тупой. Во всех случаях можно выра- 
зить величины углов треугольника АВН через углы треугольника 
ЛВС. 

231. Если концы лучей не совпадают, то искомое множество 
состоит из частей следующих линий: биссектрис двух углов, обра- 
зованных прямыми, содержащими данные лучи, серединного пер- 
пендикуляра к отрезку, соединяющему концы лучей, и двух па- 
рабол (парабола есть множество точек, равноудаленных от данной 
точки и данной прямой). 

Если концы лучей совпадают, то искомое множество состоит 
из биссектрисы угла, образованного лучами, и части плоскости 
внутри угла, образованного перпендикулярами, восставленными 
в концах лучей. 

232. Проведем через вершины треугольника ЛВС прямые, 
параллельные противоположным сторонам. Они образуют д А 1 В І С 1 , 
подобный Д ЛВС; он получается из Д ЛВС с помощью гомо- 
тетии, центр которой — в общем для Д ЛВС и Д А 1 В 1 С 1 центре 
тяжести, а коэффициент равен — 2. Точка пересечения высот для 
д ЛВС является центром описанной около Д Л 1 В 1 С 1 окружности, 
Следовательно, точка О — центр описанной окружности, 0 — центр 
тяжести и Н — точка пересечения высот лежат на одной прямой, 

причем 00 1 = ~ ОН |, 0 — на отрезке ОН. 

233. При доказательстве используется тот факт, что если из 
какой-либо точки Р опустить перпендикуляры РК. и РС на прямые, 
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пересекающиеся в точке М, то Р , К, В и М будут лежать на 
одной окружности *) (см. также задачу 157). 

234. Воспользуйтесь результатом задачи 62. 

235. Поскольку середина РН лежит на окружности девяти 
точек (см. задачу 162), нам достаточно показать, что и прямая 
Симсона, соответствующая точке Р, делит РН пополам. Пусть 
К— проекция р на какую-либо сторону треугольника, О— осно- 
вание высоты, проведенной к той же стороне, Я, — точка пере- 
сечения этой высоты с описанной окружностью, ]Я]0 1 = |ЯО| 
(см. задачу 108), 7, — точка пересечения прямой Симсона с той же 
высотой и, наконец, М— точка на прямой ЯЯ Х , для которой 
РМ I КП; тогда Д ЯМЯ Х = Д КОС ( \РМ | = | КП |, оба прямоуголь- 
ные и ПКК = МЯ 1 Я, поскольку высота треугольника является 
прямой Симсона, соответствующей вершине, из которой она выходит, 
и можно воспользоваться утверждением задачи 234). Нетрудно 
также показать, что направления Н Х М и ОС~ совпадают, т. е. 
РКНБ — параллелограмм, откуда и следует наше утверждение. 

236. Покажите, что требуемым свойством обладает такая 
точка Р на прямой Эйлера, для которой ,РО| = |ОЯ| (О — центр 
описанного круга, Я — точка пересечения высот); при этом для 
каждого треугольника расстояние от центра тяжести до противо- 


положной вершины исходного треугольника равно 


4 

3 


Я, где Я — ра- 


диус окружности, описанной около Д АВС. 

237. Пусть С х — центр описанной около Д АРВ окружности, 
а С 2 — точка, симметричная С х относительно АВ. Аналогично для 
треугольников ВРС и СРА определим точки А г и Л 2 , В х и В 2 . 
Поскольку треугольники АС 2 В, АС 2 В, ВА^С, ВА 2 С, СВ 1 А, СВ 2 А 
равнобедренные, с углами при вершинах по 120°, треугольники 
А 1 В 1 С 1 и А 2 В 2 С 2 — правильные (см. задачу 158). Подсчитав 
углы четырехугольника с вершинами Р, А 2 , В 2 , С 2 , можно дока- 
зать, что эти точки (Я, А 2 , В 2 , С 2 ) лежат на одной окружности. 
Далее, если Я — точка пересечения высот треугольника АРВ, то, 
поскольку |ЯЯ| = |С Х С 2 | и, значит, ЯЯС 2 С Х — параллелограмм, 
прямая С Х Я (прямая Эйлера треугольника АРВ) проходит через 
середину РС 2 . Но РС 2 — хорда окружное™ с центром С,, следо- 
вательно, С Х Я перпендикулярна ДС 2 . Таким образом, три наших 
прямых Эйлера совпадают с серединными перпендикулярами отрез- 
ков РС 2 , РВ 2 и РА 2 , а поскольку точки Я, А г , В 2 , С 2 лежат на 
одной окружности, эти прямые пересекаются в ее центре — центре 
правильного треугольника А 2 В 2 С г . Из результата задачи 161 
следует, что эти три прямые Эйлера пересекаются в точке пере- 
сечения медиан треугольника АВС. 

238. Необходимым и достаточным условием выполнения всех 
четырех пунктов является равенство | АВ ) ■ | СО | = | АО і • | ВС |. 
Для пунктов а) и б) это следует из теоремы о биссектрисе внут- 
реннего угла треугольника, для пунктов в) и г) — из результата 
задачи 50. 


*) Более подробно о семействе прямых Симсона можно про- 
честь в книге: Васильев Я. Б., Гутенмахер В. Л. Прямые и 
кривые, — М.: Наука, 1978, 
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239. Пусть АВСй — данный четырехугольник. Будем считать, 
что углы А и П — тупые, В и С — острые. Обозначим основания 
перпендикуляров, опущенных из вершины А, через М и Ы а из 
вершины С — через К и I (рис. 64, а), Р — точка пересечения МЫ 
н ІК. Заметим, что А, К, N , С, С, М лежат на одной окруж- 
ности с диаметром АС. Покажем, что МК || ЬЫ: МКС==М41 = 

= ^Г~УР =9®°—В — КСВ = квЫ ф и В — углы четырехуголь- 
ника). Таким образом, 3 

\МК \ _ \МК I зіп МСК 

РЛ' ' СМ і . -гт- ~ 

8Ш ІАЫ 

= 8іп(С-90° + В) _ зіп (9 0° — А + В) _ соз (А - В) 
8Іп(Л — 90° + В) 8іп (Л -I- ^ — 90°) 


8Іп (А + В — 90°) 


Пусть теперь Р и С? — основания перпендикуляров, опущенных из 
вершины В, а 5 — точка пересечения МЫ и Р ( } (рис. 64, б). Так 




как РЫВ==РАВ = С, то РЫ\\йС, т. е. М()ЫР —трапеция ( АЫВР — 
вписанный четырехугольник с диаметром АВ ). Таким образом, 

= ) ^<3 1 = I АВ | соз (Д + Р — 18 0°) _ соз (А — В) 

І5(Ѵ| \РЫ\ | АВ\ зіп (В + Л -90°) ~ зіп (В + Д — 90°) * 

(Мы использовали то ѵ что МС>- проекция АВ на ОС: угол между 
АВ и ОС равен /4 + 0— 180°.) Итак, точки Р и 5 делят МЫ 
в одном и том же отношении, т. е. они совпадают; значит, три 
прямые пересекаются в одной точке. Легко теперь показать, что 
все четыре прямые пересекаются в этой же точке. 

240. Найдем, в каком отношении ВС делит МЫ. Зто отноше- 
ние равно отношению 

8 МСіі _ \МС\‘\СВ\ зіп 'МСВ МС ( соз ВСО 
5саѵ I ВЫ | • | |СВ | зіп ЫВС | ВЫ I соз СВЛ 
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Аналогично, отношение, в котором АП делит МЛ/, равно 

| АМ | соз ВАО' ,, , 

— • Но эти отношения равны, так как ВСО = ВАП, 
і А'Д | соз АВС 

а Д АМС подобен Д ВЫй, и, следовательно, 

і МС | | АМ | 

ІВЛМ ~ТШ\- 

241. Поскольку окружность с диаметром СО проходит через 
фиксированную точку А на МЫ (МЫ ± СО), то 

| СЫ | • | Л'О 1 = 1 ЫА I 2 (1) 

есть величина постоянная. Обозначим через К точку пересечения 
Р<2 с МЫ. Покажем, что — величина постоянная. Заметим, 
что РЫ0= 180° — РМ() ; значит, 

I МК [ 8 армо 1 РА* 1 • I МО I ІАІЛЧ |МЛ/| ! МЫ 2 

І КУѴ ! 5 др(?^ ~ і рлг [- і Л" сг ! ~7слГ] [ыЩ = ~Таы? 

(мы воспользовались равенством (1) и тем, что Д МЫР подобен 
Д МЫС, а д МЫ<2 подобен д МЫЕ>). 

242. Проворьте, что точки А ъ А г , А 3 и В ь В,, В 3 находятся 
на сторонах треугольника 0 1 0. і 0 3 (О,, 6 2 , 0 3 — центры окружно- 
стей) или на продолжении этих сторон и отношение расстояний 
от каждой из этих точек до соответствующих вершин треуголь- 
ника 0]0 2 0 3 равно отношению радиусов соответствующих окружно- 
стей. Далее можно воспользоваться теоремой Менелая (см. зада- 
чу 193) для каждой из этих троек точек. 

243. Пусть О — центр вписанной окружности, К и С — точки 
касания со сторонами АС и АВ, прямая, проходящая через Ы 
параллельно ВС, пересекает стороны АВ и АС в точках Р и М. 

Четырехугольник ОКМ Ы — вписанный (0ЫМ = 0КМ = 90°), следо- 
вательно, ОМЫ — ОКЫ; аналогично ОРЫ'=ОЬЫ', но бГы'—'ОКЫ, 

значит, ОРЫ = 6МЫ и Д ОРМ — равнобедренный, ОЫ — высота- 
таким образом, 

| РЫ | = 1 ЫМ |. 

244. Если стороны Д АВС равны |ВС|=я, | СА\=Ь, 

! АВ |.= с, то, как мы знаем (см. задачу 18,' раздел I), ] МС \ = 

а -(- 6— с 

о • 1 доведем через К прямую, параллельную АС, 

обозначим ее точки пересечения с АВ и ВС через А 3 и С ѵ 
Окружность, вписанная в д АВС, является вневписаиной (касается 
А, С, и продолжений ВА Х и ВС 3 ) для д АуВС ѵ Но д А^ВС^ 
подобен Д АВС. Следовательно, окружность, вневписанная в АВС, 
будет касаться АС в точке Ы\ обозначим точки касания ее с про- 
должениями ВА и ВС через Р и С. Имеем 

: ВР I Ч ВІ I =1 (I вр | + | ВІ |)-і (а+ь+с), 

значит, 

! АЫ і = | АР | = ! /?В | — | В А 1 = ~~^'~==| МС |. 


б И. Ф. Шарыгин 
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245. Проведем через К прямую, параллельную ВС. Обозначим 
через I. и (] точки пересечения касательной в точке Р с пря- 
мой ВС и построенной прямой, ей параллельной, а через N — 
точку пересечения АК с ВС. Так как \СЫ \ = \ ВМ \ (см. зада- 
чу 244 ), то нам достаточно доказать, что | ЫЬ I = | СМ |, но 
|РС| = |СМ|, значит, нужно доказать, что | РС | = | ІѴС |. 
Поскольку д РСЛІ подобен А РЧК, в котором |РС?| = |СХ|, то 

\ рк \=\ ыь \ и іа.|=|тв|. 

246. Пусть М и N — точки пересечения прямой СК с прямы- 
ми I и СО. Тогда | АМ | 2 = | МС | • | М/С |. Из подобия треуголь- 


гч/и \МК\ |МВ| 

ников КМВ и ОК/Ѵ следует ^ ^ | = \МК\ = 

| /С/Ѵ I • | ЛТЛ | ... а 

= 1 | ■■■— . Из подобия треугольников С /VI. и МЬВ следует 

I МС | \МВ\ | СЛІ | ■ | МВ | 

| Ш N \СЫ\" | СN | ■ 

Таким образом, 


\МК | • |МС | 


I кы I - ! слп 

\СЫ\-\йЫ\ 


\МВ , 2 =»і МВ А 


т. е. | МА | 2 = | МВ I 3 , | МА | 
247. Пусть (рис. 65) В 



\МВ\. 

вторая общая точка окружностей, 
С — точка на прямой АВ, из ко- 
торой проведены касательные, и, 
наконец, К — точка пересечения 
прямых МЫ и Р(). Воспользо- 
вавшись теоремой синусов и ре- 
зультатом задачи 50, получим 

I РМ | __ | РМ I зіп РВМ _ 

\ МА \ 5ІГ1 РВМ 

_|_ЙМ_|_ _5ІпРВМ _ 

5ІП ВРМ 1 МА I 
| ВМ I зіп РВМ 
I МА 1 ЗІП ВРМ 

ІСВІ зіп РВМ 
І САі ЗІП ВРМ ' 



Таким образом, обозначив через а угол АМВ, а через р — угол 
АРВ (а и р постоянны), получим 


I РМ | Л /~\СВ\ 8іп (а + Р) 

I МА [ У \СА Г зіп Р • 
Аналогично найдем 

[ АЫ і __ і Г і С А I зіп р 
|М2| ~ V | СВ I зіп (а + р) ■ 
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Но по теореме Менелая (см. задачу 193) 

Значит, | <?/С ' 

248. 


'РМ| [ ЛА | | 


МЛ] | Аф 1 \КР 


= 1. 


= 1. 


\КР\ 

Проведем через М прямую, параллельную АС, до пере- 
сечения в точках Л! и С 1 ! с прямыми ВА и ВС. Имеем 

АіКМ - 90° — И КМ = 90 е — КВР = ВАР = КА 1 М, следовательно, 
Д КМА Х — равнобедренный и | А г М | = | МК |. Аналогично 
| МС г | = | МБ |, но | КМ | = | МВ |, значит, | А Х М | = | МС Х |, т. е. 
прямая ВМ делит АС пополам. 

249. Пусть М — точка пересечения N0 и АВ, а Р — точка 
пересечения касательных к окружности в точках А иО. Посколь- 
ку прямые АС, АВ и РР параллельны, из подобия соответст- 
вующих треугольников получим 


АМ I 


\МВ\ 


\РР I 

|Ж>| 


ілаі 

|М>| 

\АР\ 


\ЯС\ 

і РР\ш=\АР | 


| ЛЛ4 | = | 
\МВ\ = \ 


РР 


Л'С I 


ЛА I 
NР | 

АРІ 


[ АР| ’ 
правые 


(1) 

( 2 ) 


| АО | | АР | 

но | РР | = | АР |, | АС | = | Л А |, следовательно, 
выражений (1) и (2) равны, т. е. \ АМ\ = \МВ\. 

250. Будем считать, что О — середина СВ и АР пересекает 
вторично окружность в точке К. Докажем, что касательные 
к окружности в точках В к С пересекаются на прямой МК. 

Рассмотрим четырехугольник СМВК. Для того чтобы каса- 
тельные к окружности в точках С и В пересекались на диагонали 

МК необходимо и достаточно (см. задачу 238), чтобы = 

! СК I 
\МВ\ 

= I ВК\' 
ввиду 


МВ | 


но- 


! СМ 


АВ I 


ВР | і СО | 


I ЛСІ 


I ВК | ' I СК | | СК ! | ОК | і РК | I ВК | 

(В первом и последнем равенстве использовалось то, что, 
параллельности АМ и СВ, I СМ I = 

= | АВ |, | АС | = | МВ |; во вто- 
ром и четвертом — подобия А АВР 
и Д СРК, А АРС и Д КРВ-, в 
третьем — то, что АР — медиана.) 

251. Пусть О — центр окруж- 
ности, А!, М 1 ,Р 1 ,Р 1 — точки, сим- 
метричные точкам А, М, Р, Р со- 
ответственно относительно прямой 
О А, К — точка пересечения пря- 
мых А^і и СВ. Нам нужно 
доказать, что точки Р 1( 8 и К 
совпадают. Точки А х , М, и В 
лежат на одной прямой, симмет- 
ричной прямой А МС; Ац Рх, 

Р х — также на одной прямой, сим- 
метричной прямой А РР (рис. 66). 

Точки В, Ах, С и К лежат 
на одной окружности, так как 

ВА,Р = М,А [Рх = МАР — РСМ — ВСК. Точки В, Ах, (), Р, — также 
на одной окружности, поскольку АдРхВ = АіРіР = А^Р == А,0Д 



б* 
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Следовательно, пять точек В, Ы { , (?, К\, К— на одной окружности, 
но точки УѴц /?! и К — на одной прямой, значит, и К сливаются. 

252. Пусть (рис. 67) О — середина АВ, Л\ и Ы г — точки каса- 
ния окружностей О] и 0 2 с АВ, 0 3 — середина 0 1 0 2 , /Ѵ 3 — основание 
перпендикуляра, опущенного из О д на АВ, а и 6 — катеты тре- 
угольника (| СВ |=а, | АС | = 6), с— гипотенуза, г г и г 2 — радиусы 
окружностей с центрами О, и 0 2 . Докажем, что | АЫ г | = | АС \ — Ь, 

| ВЛ\ | = ! ВС | —а. Обозначим | ВУѴ, ' =лг, [ ВО | = -^- , I N,0,=/-,= 

= к-~, |00, | = ^ ^ | Ы 1 0\=х—^. Запишем 
теорему Пифагора для д ОО г Ы х \ 



а 2 

откуда х 2 = а 2 , х = а, т. е. г у = а — — . 
, 6 2 _ 

г 2 = 6 — — . Теперь легко найдем 


I 0 3 N 3 [ 


Н + ' 2 

2 



Аналогично | АЫ 3 1 


Ь 1 

с а+6 — с 
2 


= 6 , 


где г — радиус вписанной окружности, а 

МЛ?з|= у(| АЫ 1 \ + \АЫ 3 ()=-! [6-13^1 + 6] = ! [6 +с-а]. 


т. е. Л'з совпадает с точкой касания вписанной окружности. 



Рис. 67, 


С 



253. Пусть (рис. 68) М — точка пересечения АО и КЦ 


| КМ | 8 акс -“2“ 1 АК 1 ' I А0 1 8ІП КАО 
I ж і 5 аіл -і- 1 ОТ | - ! АО 1 8іп АОТГ 


I АКМ СО| 

| ОТ | • | А/ 7 1 • 


(Мы воспользовались тем, что синусы вписанных углов пропор- 
циональны хордам.) Аналогично, если Л1 1 — точка пересечения ВЕ 
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I км, I 


! В К ! • ! РЕ ! 


И КЕ, получим, ЧТО Г7-; — = — — — . 

3 \Мф I | ЕЕ \ ■ і ВС | 

Д АКР и д ВКС, А СІИ и д РРЕ имеем 

I СО I і РЕ 


Но из подобия 
\АК\ ІВК | 


''КМ I 


ІІДІ 

I км. 


АР ! I вс ; ’ 
перемножая эти равенства, получим, что 

"Ж ! = ~М Х Е I ’ т - е - м и совпадают. 

Замечание. Можно показать, что утверждение задачи 
сохраняет силу, если А, В, С, О, Е и Я — произвольные шесть 
точек на окружности. 

254. Обозначим через Е и Р точки пересечения прямых АЛ1 
и АЫ с окружностью. Как следует из задачи 253, прямые ВЕ, 
йР и МЫ пересекаются в одной точке. Но ВЕ и ИР — диаметры, 
пересекаются в центре окружности, следовательно, МЫ проходит 
через центр окружности. 

255. Докажем, что центр искомой окружности совпадает с 
ортоцентром (точкой пересечения высот). Пусть ВО — высота, 
Н — точка пересечения высот, а К и В — середины построенных 
отрезков, выходящих из вершины В, \ ВК\ — \ ВЕ\=1, М — сере- 
дина 60 (рис. 69). Тогда 

| КН 2 = | ЕН | 2 = і МН \* + \КМ * = 1*-\ВМ * + \МН ,* = 

| ВО 2 , / „„ I ВО I \ 2 

1 1 ' -=П-НВЯ|2 - I В// і •! ВО! = 


= 0 


+ \вн\ 


= / 2 -| ВН 1(1 ВОІ-ІВЯ |)»0_]ВЯ|.-|Я0|. 

Нам осталось доказать, что произведения отрезков высот, на 
которые каждая делится их точкой пересечения, равны. Прове- 
дем высоту АЕ. Ввиду подобия 
Д ВНЕ и Д ЛЯО имеем | ВЯ | х 
X | ЯО | = | АН | • | НЕ |, что и тре- 
бовалось. 




256. Обозначим (рис. 70) длины сторон треугольника АВС: 

I ВС \=а, \СА\ = Ь, !ЛВ|=с. Проведем через центр вписанной 
окружности прямые, параллельные АВ и ВС, до пересечения с 

АК и КС в точках Р и ф; в треугольнике 0Р<2 имеем ВО0==В, 
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р — а, но по условию 


I ОС?| = 


а-\-Ъ—с 


=р-с, \ ОР | = 


ь+с—а 


ных угла прямые, 


2 г ’ 2 

НВМ = В, \ ИВ\—р — а, | МВ \ — р—с. Следовательно, ДРОО — 
= Д ИВМ. Если мы на прямой ОР возьмем М, так, что | ОМ, | = 
= | 00 |, а на 00 — точку И х так, что I ОН, | = | ОР |, то Д ОИ^М,— 
= Д ИВМ и соответствующие стороны ВМ и 0М Ѵ ВИ и ОИ х 
окажутся параллельными. Значит, Л^МЛУѴЛІ. Докажем, что 
ОК 1 ИМ: так как в четырехугольнике ОРКО два противополож- 

то он вписанный, следовательно, ОКР = О0Р . 
Далее, имеем КОР-\-ОМ,Н 1 = КОР + 

+ ООР = К ОР + ОКР = 90°, а это озна- 
чает, что ОК _І_ МуН х . 

257. Пусть для определенности Р 
лежит на дуге АС (рис. 71). Точки А, 
М, Р, И лежат на одной окружности, 

значит, ИМР = ИАР. Аналогично, Р, М, 
0, С — на одной окружности, РМ0= 

= 1 80° — 1>С0= 1 80° — РА Л/= 180°— Р'МИ - 

258. Рассмотрим сначала предельный 
случай, когда точка И находится в «бес- 
конечности»; в этом случае прямые АН, 
ВИ и СИ параллельны прямой /. Пусть 
расстояния от точек А, В и С до пря- 
мой I равны а, 6 и с (для удобства предположим, что А, В 
и С — по одну сторону от I). Прямые, параллельные I и проходя, 
щие через Л, В и С, пересекают прямые В,С Ъ С 1 А 1 и А 1 В 1 

гг I А,Сп I сі с 

в точках Л 2 , В 2 , С 2 . Легко видеть, 

I В г Л 2 1 . Ь-\-а \С г В 2 1 с-{~ Ъ 



ІСАІ с + Ь » 
Перемножая эти равенства, 


| А^ | а+с ’ | В 2 А Х | Ь+а ' 
получим, что выполняется утверждение теоремы Менелая —зада- 
ча 193 (необходимо еще проверить, что на продолжениях сторон 
треугольника ЛіВ^ находится нечетное число точек из А г , В 2 , 
С 2 ). Значит, точки Л 2 , В 2 , С 2 лежат на одной прямой. 

Общий случай можно свести к рассмотренному, например, 
спроектировав заданное расположение треугольников из какой- 
либо точки пространства на другую плоскость. При этом можно 
добиться, чтобы симметричность треугольников не нарушалась, 
а точка И перешла бы в бесконечность. 

Можно не прибегать к пространственным рассмотрениям. Вве- 
дем систему координат, выбрав за ось х прямую I и взяв начало 

координат в точке И. Сделаем преобразование х' = — , у'=У-. 

При этом точки оси х (</ = 0) перейдут в прямую у' = 0; точки, 
симметричные относительно оси х, перейдут в симметричные отно- 
сительно прямой у'=0; прямые перейдут в прямые; прямые, про- 
ходящие через начало координат, перейдут в прямые, параллель- 
ные прямой у' = 0 (это преобразование, по существу, и есть 
вышеуказанное проектирование). После такого преобразования 
получим уже рассмотренное расположение. 
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259. Пусть данные взаимно перпендикулярные прямые — оси 
х = 0 и у = 0 прямоугольной системы координат, высоты треуголь- 
ника лежат на прямых у=^к,х (і => 1 , 2, 3), стороны треугольника 

при этом должны иметь угловые коэффициенты — — , а из усло- 

кі 

вия принадлежности вершин (х,-, </,) высотам находим отношения 
свободных членов с ( в уравнениях сторон %+х = с,-: с х —к х у 3 -\-х 3 , 

с ъ = к 2 у 3 -\-х 3 , у 3 = к 3 х 3 -=^> ■— — -- 1 - , и т. п. При подходящем 


с 2 к 2 к 3 + 1 
выборе единицы длины можно взять с ; = 


кі 


где 


к+кі ' 

к’ 

Точки пересечения прямой кіу+х— 1 с осями: 

' к- \ + ‘ 1 

0^, середина Р { отрезка между ними 

Угловой коэффициент прямой Р Х Р 2 равен 


к = 

0; 


2 (к+кд 


■ к х к 3 к 3 . 
1 

к + кі 

кі 


2 (к+кі) ' 


( 


1 


1 


2 (6 + УУ 2(к+к х )! ‘\2(к + к 2 ) 


И 


— Ь - 

2{к+к 1 )> 

— (кі—к 2 ): (кк 2 — ккі) = — 


1 


Точно такими же будут угловые коэффициенты прямых Р 2 Р 3 
и Р 3 Р Х - Поэтому точки Рц Р 2 , Р 3 лежат на одной прямой (ее 
уравнение: ку-\-х— Т/2). 

Соединив прямыми точку Я пересечения высот треугольника 
с точками Р 1х Р 2 , Р 3х получаем такое любопытное следствие. Пусть 
а и а 2 , а 3 — углы треугольника, перечисленные против часовой 
стрелки, а 1х а 2 , а 3 — прямые, на которых лежат противоположные им 
стороны; через точку Я проходят три прямые р 1х р 2 , р 3 так, 
что углы между р 2 и р 3 , р 3 и р х , р х и р 2 (отсчитываемые против 
часовой стрелки) равны соответственно а 1х а 2 , а 3 . Тогда точки 
пересечения р 1 с а 1х р. 2 оа 2 , р 3 с а 3 лежат на одной прямой. Пред- 
лагаем читателю рассмотреть частные случаи этой теоремы (многие 
из них — красивые и далеко не оче- 
видные геометрические факты) и сопо- 
ставить ее с задачей 207. 

Еще одно замечание: в нашей за- 
даче вместо середин отрезков, высе- 
каемых на сторонах треугольника, 
можно было бы брать точки, деля- 
щие их в одинаковых отношениях. 

Эти точки также окажутся на одной с 
прямой. 

260. Пусть (рис. 72) ЛВС — дан- 
ный треугольник, Я— точка пересече- 
ния его высот. Заметим, что точки, 
симметричные Я относительно его сто- Рис. 72. 

рон, лежат на окружности, описанной 

около треугольника АВС (см. задачу 108). Если Я х — точка, симмет- 
ричная Я относительно стороны ВС, то прямая І ѵ симметричная I 
относительно той же стороны, проходит через Н ѵ При повороте I 
вокруг Я на угол <р прямая І х повернется вокруг Н х на тот же 
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угол ф в противоположном направлении. Следовательно, если Р — 
вторая точка пересечения прямой І х с описанной окружностью, то 
радиус ОР (О — центр описанной окружности) повернется на угол 2ф 
вокруг О в соответствующем направлении. Те же рассуждения 
справедливы и для двух других прямых, симметричных /. Но 
если / совпадает с какой-либо высотой треугольника, то утверж- 
дение задачи очевидно (точка Р совпадет с соответствующей вер- 
шиной треугольника). Следовательно, это утверждение справед- 
ливо всегда. 

261. Рассмотрим общий случай произвольных окружностей. 
Пусть точки Р и Р' расположены, как показано на рис. 73. Обо- 
значения понятны из рисунка. Докажем, что существует окруж- 
ность,* вписанная в четырехугольник АКВМ, после чего восполь- 
зуемся результатом задачи 242. Для этого достаточно доказать, 
что 

\ВР\ + \ВР'\ = \АР'\ + \ГА\. (1) 

Учитывая, что \В1\ = \ВТ \, а \Р8\ = \РТ\, получим | ВР \ = 
— \ВЬ\ — | В5 | и аналогично \ Г А \ = \ Р<2\ — \ АЕ ], ВР' ~ 
= | Р'Р \ — | ВЬ |, | Р' А | = | АЕ \ — I Р'Р |. Подставляя эти выраже- 
ния в (1), получим 

| ВВ | — | В$ | + ] Р'Р ] — | ВВ | = 

=ів<гі-ідви-ілві-іг/?і=> 

=>\Р'К\ + \Р'РЫРСІ\ + \РЗ\=Э\РК\=\8(}\. 

Точно так же разбираются остальные случаи расположения точек Р 
и Р' на касательных (при этом учитываем результаты задач 155, 



Рис. 73. 


156). Поскольку каждая касательная точками касания и точкой 


пересечения разделена на 4 части, то таких случаев будет ^ 4 2 = 8. 


Для доказательства второй части заметим, что середины АЕ. 
РР' и центр третьей окружности 0 3 , вписанной в АКВМ, лежат 
на одной прямой (см. задачу 217). 

Но поскольку радиусы данных окружностей равны, то ,4В 
параллельна 0/^ (0 1 , 0 2 — центры данных окружностей); Л и В 
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лежат на прямых О^з, 0 2 0 3 . Значит, прямая, проходящая через 0 3 
и середину АВ, делит 0 Х 0 2 пополам. 

262. Обозначим через Н точку пересечения высот треуголь- 
ника АВС , а через А 2 , В 2 , С 2 — середины отрезков АН, ВН, СН. 
Заметим, что треугольники АВ г С ъ А^ВС^ А^В^С подобны между 
собой (соответственные вершины обозначены одинаковыми буквами), 
причем А 2 , В., и С 2 — соответственно центры описанных около них 
окружностей. Докажем сначала следующее утверждение: три пря- 
мые, проходящие через точ- 
ки А 2 , В 2 и С 2 и одинаково А 

расположенные относитель- 
но треугольников АВ Х С 2 , 

АзВСз, Л 1 В 1 С, пересекаются 
в одной точке на окружно- 
сти девяти точек. 

Заметим, что прямые 
А 2 В ѵ В 2 В и С 2 Вз одинаково 
расположены относительно 
треугольников АВ^С^ АфС , 
и А^В^С и пересекаются е 
точке В ѵ лежащей на ок- 
ружности девяти точек. По- 
скольку точки А 2 , В 2 , С 2 
лежат на окружности девя- 
ти точек, то очевидно, что 
и три прямые, получающие- 
ся из прямых А 2 В 1у В 2 В и 
С 2 В 1 поворотом на один и тот же угол вокруг точек А 2 , В 2 и С, 
соответственно, также будут пересекаться в одной точке, рас- 
положенной на окружности девяти точек. 

Пусть теперь Р — точка пересечения прямых Эйлера треуголь- 
ников АВ^Сз, ЛхВСр АзВ^С. Обозначим РА 2 А = <р. Для удобства 
будем считать, что треугольник АВС остроугольный, а точка Р ле- 
жит на дуге В[Л 2 окружности девяти точек (рис. 74). 

Тогда 





Р А 2 А г = 180° — ер, 

Р Л^і = 1 80° - ф - ВІАИх = 1 80° - ер— В^А , = іЪ - ф, 

РЛА = 180° — ф+ 180° — 2В = 360°— ф— 2В. 

Поскольку хорды \РА 1 \, \РВ 1 \ и | РС г \ пропорциональны сину- 
сам углов, на них опирающихся, нам осталось доказать, что из 
трех величин зіп ф, віп (2С — ф), — 8Іп(2В + ф) одна (в нашем слу- 
чае первая) равна сумме двух других, т. е. 

8ІП ф = 8ІП (2С — ф) — 8Іп (2 В + ф). 

Но в треугольнике АА 2 Н 2 \ АА 2 1 =.К, | АН г | = 2Р соз А (Р — ра- 
диус описанной окружности, К соз А — расстояние от центра опи- 
санного круга А 2 до ВхСх), Н Х АА 2 = А-$-2В — 180°. По теореме 
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синусов для А АА,Н Х 

2со8 А _ 1 _ 

8ІПф 8ТП (2$ + Л+ф) 

=> — 2созД 8ІП (2В + Л + ф)=8ІПф иД 
=> — 8 іп(2В + 2Д + ф) — 8ІП (2В + ф) = 8іпф => 

=> 8ІП (2С — ф) — 8ІП (2 В + ф) = 8ІП ф, 

что и требовалось. 

Таким образом, мы доказали наше утверждение в случае 
остроугольного треугольника. 

Случай тупоугольного треугольника АВС рассматривается 
точно так же. 

263. Пусть О — середина АС. Восставим в С перпендику- 
ляр к АС и обозначим через М точку пересечения его с ВС. 

А АМС — равнобедренный, значит, МАС^'ВСА. По условию 
А АВС также равнобедренный, ЛВС = ВОА, 'АВМ > 90° (по усло- 
вию), АОМ = 90°, значит, МВО > шЗв и | МИ | > | ВМ |. Отсюда 

следует, что М АО > МАВ (если мы отобразим симметрично В 
относительно прямой АМ, то получим точку В, внутри угла МАО 
так как МО А АО и \ МО\>\ МВ \= \ МВ Х |); таЙИм образом] 

С> А-б, с>ІД. 

264. Если окружность касается продолжений сторон АВ и АС 
и ее центр О, то легко найти, что 'ВОС^ 180° — (90° — — ) — 

_/ с\ В + С А 2 

^90° 2 *у~ — 2 — = — 2 “. Таким образом, ВОС + ВЖГ= 

= 90°+ А ^ 180°. 

265. Пусть Ай — высота, АЬ — биссектриса, АМ — медиана. 
Продолжим биссектрису до пересечения с описанной около тре- 
угольника^окружностью в точке А х . Поскольку МА Х \ АО, то 
мл]а=ьаЪ. 

Ответ: если а < 90°, то угол между медианой и биссектри- 
сой больше, чем угол между биссектрисой и высотой. Если а > 
>90 —наоборот; если а = 90°, углы равны. 

266. Если АО — высота, АЫ — медиана, М — точка пересече- 
ния медиан, то 


сі§В + сі§<? = 


I О В I 


АО I 


+ 


к со ! 


I СВ I 


\АО\ 


\св\ 


I СВ 


\Ай\ 


\АЫ | 3 і М,Ѵ , 


267. Из того, что 5 йЛЛ1 =5 в ^и і ВС \ > | В А |, | СМ | > 

> \М^А1, следует, что зіп ВАМ _> зіп ВСМ. Значит, если углы острые, 
то ВАМ > ВСМ). тупым же может быть лишь угол ВАМ; таким 
образом, всегда ВЛ М > ВЕ'ЛП 
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268. Если \0А | = о, /? — радиус окружности, К — точка пере- 
сечения О А и ЬЕ, то легко найти, что 


| О К \—а 


2 а 


а 2 + /+ 
2 а 


>Я. 


269. Обозначения видны на рисунках. В первом случае 
(рис. 75, а) | АВ | < | ААі | + | Лі#! | + | В Х В | = | АА г |+| | + 

+ | | + [ ВВ г 1 = 1 АС | + | ВО |. Во втором случае (рис. 75, 6) 



\АВ\>\ВК\ — \АК.\>\ВЕ\ — \АС\, Обратное • утверждение 
легко доказывается от противного. 

270. Пусть К, Ь и ЛІ — точки пересечения проведенных пря- 
мых с АС. Обозначим \АС\ — Ь, |ВС| = а, \АВ\ — с, \ ВЁ\ = 1. 

По теореме о биссектрисе внутреннего угла найдем | ІС | 


применяя еще раз эту теорему для Д ВСЬ, найдем 


а+с’ 


I Ш 1 = I 7.С I 


І-ВІІ 


Ьа 


I 


Ьа 


ВІ. | + | ВС | а+с / + а а+с 


а + 1 


но ВЬА = -^- + С = 


-А+с 


>Л (так как С>ЗА — л), значит, 


с> / и 

\Ш\ 


Ьа 

а + с 




а ас ' -с Ь 

а+с] (а + с 2 ) "'4' 


271. Если АВС О — данный четырехугольник, то возьмем четы- 
рехугольник АВіСй, где В 1 симметрична В относительно сере- 
динного перпендикуляра к диагонали АС. Очевидно, площади 
АВСй и АВ^сЪ равны, стороны АВ^СО в порядке обхода равны Ь, 

а, с, сі. Неравенство 5^~ (ас + М) для четырехугольника АВ Х СГ) 

очевидно. Равенство будет, если И АВ 1 = В х Сй = Ш' . т. е. четы- 
рехугольник АВ х СО — вписанный, с двумя противоположными 
- углами по 90°; значит, АВСй тоже вписан (в ту же окружность) 
и его диагонали перпендикулярны. 
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272. Рассмотрим два случая: 

1) Данный треугольник АВС — остроугольный. Пусть В — наи- 
больший угол: 60° ьс й < 90°. Поскольку биссектрисы углов А 
и С меньше 1, то и высоты этих углов Н А и Л с меньше 1. Имеем 




Н А Н С Ѵ% 

— < . 

8ІП В 3 


2) Если один из углов треугольника, например В, не острый, 
то стороны, его заключающие, меньше соответствующих биссек- 
трис, т. е. меньше 1, а площадь не превосходит ~ \ АВ \ • \ АС |, 
т, е. 



273. Пусть с— наибольшая сторона, противолежащая вер- 
шине С. Если 02 + 62+ с 2 — 8Р 2 > 0, то о 2 + 6 2 > 8Р 2 — с 2 > с- (так 
как с<2/?), т. е. треугольник — остроугольный. Обратно, пусть 

3 

треугольник — остроугольный; тогда а 2 + 6 2 + с 2 = 2/п 2 + ^ с 2 (т с — 

медиана к стороне с); поэтому, чем меньше медиана, тем меньше 
а 2 + Ь 2 + с 2 , но медиана максимальна, если С — середина дуги, и 
уменьшается при перемещении С по дуге; когда же треугольник 
станет прямоугольным, будет а 2 + 6 2 +с 2 — 8К 2 = 0. 

274. Допустим противное, например, что с^а; тогда 2с 2; 
:&с+а>6; возводя неравенства в квадрат и складывая, получаем 
5с 2 > а 2 + 6 2 — противоречие. 

275. Нетрудно доказать, что биссектриса угла В является также 
и биссектрисой угла ОВН (то же верно и для углов ОАН, ОСИ). 
На рис. 76 а, 6 изображены случаи остроугольного (а) и тупо- 
угольного треугольников (б). Решение в обоих случаях 
одинаково. 



Пусть, например, С 90° (рис. 76, б). Биссектриса угла В явля- 
ется биссектрисой ОВН, а биссектриса угла А является бис- 

140 


сектрисой угла О АН. Далее, ВАН = 90° — ё < 90’ — А = АВН, 
значит, | АН | > ! ВН |. 

Если К и М— точки пересечения биссектрис углов А и В 
с ОН, то 

| НК | | ЛЯ | | АН и I ВН I \ВН\ | ЯМ I 

Т7СОТ~|ЛО|~ К К |0В| | МО I ■ 


Таким образом, |ЯК|>|ЯМ| и точка пересечения биссектрис 
углов Л и В находится внутри д ВОН. 

276. Обозначим | ЛВ| = |ВС| = а, | ЛМ |=с, | МС | = й, |МВ | = 



Нужно доказать, что |0В|>|0М|, или что ф > ф, или что 
соз ф < соз ф. 

По теореме косинусов для Д МВ А и Д МВС получим 
от 2 4- й 2 — а 2 от 2 + а 2 — с 2 

2отй ’ С05ф = 2яіа ’ 


от 2 + а 2 — с 2 от 2 + й 2 — а 2 

С05 ф С05 ф — ш Ш = 

_ яг 2 ( й — а ) — ай (й — а) + а 3 — с 2 й _ 

— 2тай 

от 2 (й — а) — а (й 2 — а 2 ) + й (а 2 — с 2 ) 
— 2 тай 

но а— с = й — а, значит, 

, (й — а) (яг 2 — ай — о 2 + ай + Ьс) 

С05 ф соз ф = 2^ = 

(Ь — а) (яг 2 — а 2 — Ь (2а— й)) (й-а) (от 2 - (а- й) 2 ) _ 

~ 2таЬ 2таЬ 

_ (й — а) (от + й — а) (от — а + й) 

— 2отай 

что и требовалось доказать. 

277. Проведем через М прямую, параллельную АС, до пере- 
сечения с АВ в точке К. Легко найдем 

1 АВІ \МК\ = \МВ\ АС 


-> 0 , 


ак і = ; см I 


|СЙГ 1 ' | СВ ; 

Поскольку | ЛМ|*е| ЛК | + | КМ|, то, заменяя [ ЛК | и | КМ |, 

I СМ I ■ | лв | , | МВ | • | АС і 


получим 


! лм: 


вс | 


: св 


ЛМ|.|ЯС|*ё|СММ ЛВ| + (|ВС|-|МС і)| ЛС|, 
(1 ЛМ |-| ЛС I) I ВС |^(| ЛВ |-| ЛС 1)1 МС |, 


что и требовалось. 

а 2 +й 2 + с 2 ,, 

278. Минимум равен — 1 1 — и достигается, если М — 

центр тяжести Д ЛВС. (Это можно доказать, например, методом 
координат или воспользовавшись теоремой Лейбница — см. за- 
дачу 153.) 
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279. «Спрямим» путь шара, для чего вместо того, чтобы «отра- 
жать» шар от борта, будем отражать зеркально относительно этого 
борта сам биллиард. Мы получим систему лучей с общей верши- 
ной, любые два соседних луча образуют угол а. Максимальное число 
лучей системы, которое может пересечь прямая, и есть макси- 
мальное число отражений шара. Это число равно ^-[-1, если 

зт л 

— —не целое число (И — целая часть х); если же число це- 


лое, оно равно максимальному числу 
отражений. 

280. Если дороги построить так, 
как показано на рис. 77 (А, В, С 
и О — деревни, дороги — сплошные ли- 
нии), то их суммарная длина будет 

нг+( 2 _ нг)- 2+2Кз " <5 ' 5 - 

Можно показать, что указанное рас- 
положение дорог реализует минимум 
их суммарной длины. 

281. Если одна из сторон тре- 

Рис. 77. угольника, проходящая через А, обра- 

зует угол ф с прямой, перпендику- 
лярной данным параллельным прямым, то другая сторона будет 
образовывать угол 180°— ф— а; найдя эти стороны, получим, 
что площадь треугольника будет 



аЬ 5іп « аЬ 8Іп а 

2созфсоз(ф + а) соза + соз (а + 2ф) * 


Это выражение минимально, если а + 2ф=180°, 
аЬ зіп а , . а 


Ответ: 5 т1п = 


282. Поскольку 


1 — соз а 


= а& сІ§ — . 


! АМ | 


= к, 


1 вс. п 


\ВМ\ 


>00 о I МО | ’ 5, 


Осо \ ОМ і 


=* ; 2 , 


^АСВй ~ 5 ЛСО + 5 ВСО — 2 (* 


1)5 0СД . Следовательно, площадь 
АСВИ будет наибольшей, когда наибольшей будет площадь тре- 
угольника СОП. Но^треугольник СОО — равнобедренный, с боко- 
вой стороной, равной /?; значит, его площадь максимальна, когда 
достигает максимума синус угла при вершине О. Обозначим этот 
угол через ф. Очевидно, Фо ф < я, где ф 0 соответствует случаю 
перпендикулярности АВ и СП. Следовательно, если ф 0 «с9(Г, то 
максимальная площадь д СОО соответствует значению ф,=50°, 
если же ф 0 >90°, то значению ф 0 . 

Ответ: если — 1, то 5 тах = (* + 1) Я 2 \ 


если 


к>Ѵ 2-1, 


к + 1 


283. Пусть М х и N ! — две другие точки на сторонах угла 
(рис. 78). ^Тогда Д^ЛМ^р, ЛЛ І^М = 360° — а — р — бІ^А > 
> 180° — бМіЛ = ЛМ Х М, Отсюда, учитывая, что М 1 ЛМ = М^ЛМ, 
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получим, что |ЛМ|<МА\! и, значит, 8 МіАМ < 8 ЛМіК ) таким 
образом, 8 0МіЛЫі < 8 омаы , 




284. Учитывая результат предыдущей задачи, нам нужно 
выяснить, при каких условиях можно найти на сторонах угла 

точки М и М такие, что МАМ — Р и \МА | = | АЫ |. Опишем около 
треугольника МОЫ окружность (рис. 79). Поскольку <р + ^ + Р< 
< 180°, точка А будет вне ее. Если В — точка пересечения пря- 
мой ОА с окружностью, то должны выполняться неравенства 

АШ = 90° - = ІОЛГ и АШ = 90°- ?->І0М. Таким 

образом, если выполняются условия 

<р<90° — 1, 
ф<90°—|, 


можно найти точки М п N такие, что \МА | = | АМ \ и М/Ш = (3. 

Если же условия не выполняются, таких точек найти нельзя. 
В этом случае четырехугольник максимальной площади вырож- 
дается в треугольник (одна из 

точек М или М совпадает сО). в 

285. Возьмем точку А х 
на ВС (рис. 80). Четырехуголь- 
ник ОМА іЛ/ равновелик четы- 
рехугольнику ОМАN. МА Х М < 

< МАМ, следовательно, если мы 
возьмем точку М, на ОВ так, что 

М^М = МАЫ , то 8 0МіАі ц> 

>$ом/лг; значит, площадь 
четырехугольника ОМАМ мень- 
ше площади максимального 
четырехугольника, соответст- 
вующего точке А ъ что с учетом результатов двух предыдущих 
задач доказывает наше утверждение. 
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286. Пусть для определенности зіп а 3= зіп Р; возьмем на про- 
должении АВ точку К так, что ВД'С = р (рис. 81); так как СВК = 
= АйС (поскольку А ВСй — вписанный), то д КВС подобен ААСй, 
но \ВС\2*\Сб\, следовательно, 8 в ск^ 


Н 



:5 АОС И 5 АКС^ 8 АВСР, но 


с ° 2 5іп (а + 3) 8іп а 

АКС 2 зіп Р 


т. е. 


ь авсо ' 


. а 8 зіп (а + Р) зіп а 

2 зіп р 

Аналогично доказывается, что 5 Авсп 
> а 2 зіп (а + Р) зіп [3 
2 зіп а 

287. Рассмотрите другое положение 

точек Л4, и/Ѵ, (ЛМЛГ 1 = р) и покажите, 
учитывая услс (іре а + Р> 180°, что «до- 
бавившийся» треугольник имеет большую площадь, чем треуголь- 
ник, на который площадь уменьшается (аналогично решению за- 
дачи 283). 

288. Учитывая результат задачи 287, рассуждая точно 
так же, как в задаче 279, получим, что, если <р > 90“ — ~ 


о 2 И 

і].' >90° — , четырехугольник наименьшей площади существует и 

для него | МА | = | Л/Ѵ |. Если же это условие не выполняется, то 
искомый четырехугольник вырождается (одна из точек М или N 
совпадает с вершиной О). 

289. Возьмем точку А, для которой выполняются условия 
задачи, и какую-то другую точку А ѵ Проведя через А, прямые 
параллельные АМ и АЫ, пересекающие стороны в точках М, и У,’ 
мы убедимся, что Зом.л./Ѵ, <$олтллг> и, следовательно, тем более 
площадь минимального четырехугольника, соответствующего 
точке А 1} меньше площади четырехугольника ОМАЫ — минималь- 
ного четырехугольника, соответствующего точке А. 

290. Радиус наибольшего круга равен радиусу окружности 
описанной около правильного треугольника со стороной 2/7, т. е! 
2/?/Кз. (Возьмем такой треугольник и на его сторонах как на 
диаметрах построим окружности.) Для любой окружности боль- 
шего радиуса, если бы она была покрыта данными кругами, наш- 
лась бы дуга больше чем в 120°, покрытая одним кругом, но такая 
дуга содержит хорду 2/7 — противоречие. 

В общем случае, если существует остроугольный треугольник 
со сторонами 2/7,, 2/? 2 , 2/? 3 , то радиус описанной около него 
окружности и будет искомым. Во всех остальных случаях радиус 
наибольшего круга равен наибольшему из чисел /?„ /7 2 , / 7 3 . 

291. Можно. На рис. 82 показа ны три квадрата, покрываю. 

уѵь± і 

V 2 4 • 


щие квадрат со стороной 
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292. Заметим сначала, что сторона наименьшего правильного 
треугольника, покрывающего ромб со стороной а и острым 
углом 60°, равна 2а. В самом деле, если вершины острых углов М 
и N ромба находятся на сторонах АВ и ВС правильного тре- 
угольника АВС и ВШ = а, 90°2г аЭ=30°, то, найдя I ВМ\ по 
теореме синусов из д ВЫМ и 
СЫ | по теореме синусов из 
Д К№С (К — вершина тупого 
угла ромба, которая, можно 
считать, расположена на сто- 
роне АС), получим для | ВС | 
после преобразований выраже- 
ние 1 ВС | = 2а СО5 ( 60 °- к ) . 

1 1 соз 30° ’ 

учитывая, что 30°^аг$90 о , 
найдем, что | ВС | ^ 2а. 

Легко видеть, что правиль- 
ный треугольник со стороной 
3/2 можно покрыть тремя пра- 
вильными треугольниками со 
стороной 1. Для этого каждый 
единичный треугольник поло- 
жим так, чтобы одна его вер- 
шина совместилась с одной из вершин покрываемого треуголь- 
ника, а середина противоположной стороны совпала бы с цент- 
ром покрываемого треугольника. 

Покажем теперь, что правильный треугольник со стороной 
Ь > 3/2 нельзя покрыть тремя правильными единичными треуголь- 
никами. Если бы такое покрытие было бы возможно, то вершины 
А, В и С были бы покрыты разными треугольниками, а каждая 
из сторон АВ, ВС, С А покрывалась бы двумя треугольниками. 
Пусть А принадлежит треугольнику I, В — II, С— III, центр тре- 
угольника О принадлежит, например, треугольнику I. Возьмем 

на АВ и АС точки М и N так, что | АМ | = | А N | = — Ь. По- 

3 

2 

скольку | ВМ | = ) СМ | = -д- Ь > 1 , точки М и N также принадле- 
жат треугольнику Г и, следовательно, ромб АМОN целиком 
покрыт треугольником, сторона которого меньше 2|/Ш|>1, 
что невозможно. 



293. Обозначим отношения 


\АМ | |С!Ѵ| \МЦ 

ШС,> ЧІВ\ И 7Щ 4 * Ре3а,Р И? - 

р 

решение задачи 35) - сфу, 


Тогда будем иметь (см. 

^ =Я ( а + 1) Ф + 1) (у + I). Затем воспользуемся неравенством 

(« + О (Р + 1) (V + 1) ^ (Ѵ^Рѵ+і). 


ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 
К РАЗДЕЛУ II 


1. Две вершины треугольника, центр впи- 
санной окружности и точка пересечения высот лежат 
на одной окружности. Известны также радиусы вписан- 
ной и описанной окружностей — /? и г. Найти периметр 
треугольника. 

2. В треугольнике АВС помещены три равные 
окружности, каждая из которых касается двух сторон 
треугольника. Все три окружности имеют одну общую 
точку. Найти радиусы этих окружностей, если радиусы 
вписанной и описанной окружностей треугольника АВС 
равны г и Д. 

3. Доказать, что для любого прямоугольного тре- 
угольника радиус окружности, касающейся его катетов 
и описанной окружности (изнутри), равен диаметру 
вписанной окружности. 

4. Задача Архимеда. Пусть А, В и С — три после- 
довательные точки на прямой. Фигура, ограниченная 
дугами трех полуокружностей с диаметрами АВ, ВС 
и С А, расположенными по одну сторону от прямой АВС, 
носит название сапожный нож или арбелос Архимеда. 
Доказать, что радиусы двух окружностей, каждая из 
которых касается двух полуокружностей и прямой, 
перпендикулярной АС и проходящей через В, равны 
между собой. 

5. Дан параллелограмм АВСО. Прямая, проходящая 
через вершину С, пересекает прямые АВ и АО в точ- 
ках К и Ь. Площади треугольников К ВС и СОО равны 
Р и С}. Найти площадь параллелограмма АВСО. 

6. Доказать, что если треугольник, составленный 
из медиан данного треугольника, является тупоуголь- 
ным, то меньший угол исходного треугольника мень- 
ше 45°. 

7. Через точку пересечения диагоналей четырех- 
угольника АВСО проведена прямая, пересекающая АВ 
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в точке М и СБ в точке N. Через М и N проведены 
прямые, соответственно параллельные Сй и АВ и пере- 
секающие АС и ВО в точках Е и В. Доказать, что 
ВЕ параллельна СЕ. 

8. На сторонах выпуклого четырехугольника во 
внешнюю сторону построены квадраты. Доказать, что 
если диагонали четырехугольника перпендикулярны, 
то отрезки, соединяющие центры противоположных 
квадратов, проходят через точку пересечения диагона- 
лей четырехугольника. 

9. На прямой расположены последовательно точки 
А, В, С и О так, что \ВС\ = 2\АВ\, |СО| = |ЛС|. 
Одна окружность проходит через точки Л и С, а дру- 
гая — через точки - В и Б. Доказать, что общая хорда 
этих окружностей делит отрезок АС пополам. 

10. Доказать, что проекции основания высоты на 
стороны, ее заключающие, и на две другие высоты 
лежат на одной прямой. 

11. Три равные окружности проходят через точ- 
ку Н. Доказать, что Н является точкой пересечения 
высот треугольника, вершины которого совпадают с 
тремя другими точками попарного пересечения окруж- 
ностей. 

12. Четыре равные окружности проходят через одну 
точку Л. Доказать, что три отрезка, концы каждого 
из которых отличны от Л и являются точками пересе- 
чения двух окружностей (противоположные концы каж- 
дого отрезка не принадлежат одной окружности), 
пересекаются в одной точке. 

13. Доказать, что если центры квадратов, построен- 
ных на сторонах данного треугольника во внешнюю 
сторону, служат вершинами треугольника, площадь 
которого в два раза больше площади данного, то 
центры квадратов, построенных на сторонах треуголь- 
ника во внутрь его, лежат на одной прямой. 

14. В треугольнике АВС угол между медианой и 
высотой, выходящими из угла Л, равен а, угол меж- 
ду медианой и высотой, выходящими из угла В, ра- 
вен р. Найти угол между медианой и высотой, выхо- 
дящими из угла С. 

15. Радиус круга, описанного около треугольника, 
равен К. Расстояние от центра этого круга до точки 
пересечения медиан треугольника равно Л. Найти про- 
изведение площади данного треугольника и треуголь- 
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ника, образованного прямыми, проходящими через его 
вершины перпендикулярно медианам, из этих вершин 
выходящим. 

16. Точки Аі, Ад и А & расположены на одной пря- 
мой, а точки А 2 , Аі, А 6 на другой прямой, пересе- 
кающейся с первой. Найти угол между этими прямыми, 
если известно, что стороны шестиугольника (возмож- 
но самопересекающегося) АіА 2 АдАіА ъ Ад равны между 
собой. 

17. Две окружности с центрами О, и 0 2 касаются 
изнутри окружности радиуса Р с центром О. Извест- 
но, что |0х0 3 |=а. Общая внутренняя касательная к 
первым двум окружностям пересекается с их общими 
внешними касательными в точках М и N и пересека- 
ется с большей окружностью в точках А и В. Найти 
отношение \ АВ\: \ МN \, если 

а) отрезок 0 Х 0 2 содержит точку О; 

б) окружности с центрами О г и 0 2 касаются друг 
друга. 

18. На продолжении стороны АВ треугольника АВС 
за точку В взята точка О так, что \Вй\ = \СО\. Точно 
так же на продолжении стороны СВ за точку В взята 
точка Р так, что \ВР\ = \ АВ\. Доказать, что точки 
А, С, Д и Р лежат на одной окружности, центр 
которой находится на окружности, списанной около 
треугольника АВС. 

19. Пусть Аі, Ві, Сі — основания перпендикуля- 
ров, опущенных из произвольной точки М на стороны 
ВС, СА, АВ соответственно треугольника АВС. Дока- 
зать, что три прямые, проходящие через середины от- 
резков В г Сі и МА, С г А } и МВ, Лійі и МС, пере- 
секаются в одной точке. 

20. Даны треугольник АВС и произвольная точка Р. 
Основания перпендикуляров, опущенных из Р на 
стороны треугольника АВС, служат вершинами тре- 
угольника АіВ х Сі. Вершинами треугольника А 2 В 2 С 2 
служат точки пересечения прямых РА, РВ и РС с ок- 
ружностью, описанной около треугольника АВС, отлич- 
ные от точек А, В я С. Доказать, что треугольники 
АіВ г Сі и А 2 В 2 С 2 подобны. При каком положении точ- 
ки Р эти треугольники будут подобны треугольнику 
АВС ? 

21. На сторонах АВ и СО выпуклого четырехуголь- 
ника АВСй взяты точки М и N , делящие их в одина- 
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новом отношении (считая от вершин Л и С). Эти точки 
соединены со всеми вершинами четырехугольника, в 
результате чего АВСО разбит на шесть треугольников 
и один четырехугольник. Доказать, что площадь полу- 
чившегося четырехугольника равна сумме площадей 
двух треугольников, прилежащих к сторонам ВС и АО. 

22. В окружности проведены диаметр АВ и не пе- 
ресекающая его хорда СО. Пусть Е и В — основания 
перпендикуляров, опущенных из точек Л и В на пря- 
мую СО. Доказать, что площадь четырехугольника 
ЛЕЕВ равна сумме площадей треугольников АС В и АО В. 

23. В треугольнике АВС проведены биссектрисы 
АО, ВЕ и СЕ. Прямая, перпендикулярная АО и про- 
ходящая через середину Л О, пересекает АС в точке Р. 
Прямая, перпендикулярная ВЕ и проходящая через 
середину ВЕ, пересекает АВ в точке 0. Наконец, пря- 
мая, перпендикулярная СЕ и проходящая через сере- 
дину СЕ, пересекает СВ в точке Р. Доказать, что 
треугольники ОЕЕ и РСіР равновелики. 

24. Окружность, вписанная в треугольник АВС, 
касается стороны АС в точке М, стороны ВС — в точ- 
ке М\ биссектриса угла Л пересекает прямую ММ в 
точке К, а биссектриса угла В пересекает прямую 
ММ в точке Ь. Доказать, что из отрезков МК, N0 и 
КІ. можно сложить треугольник. Найти площадь этого 
треугольника, если площадь треугольника АВС равна 
5, угол С равен а. 

25. На сторонах АВ и ВС квадрата АВСО взяты две 
точки М и М так, что | ВМ | + ] ВМ | = | АВ |. Доказать, 
что прямые ОМ и Д/Ѵ'делят диагональ АС на три от- 
резка, из которых можно сложить треугольник, при- 
чем один угол этого треугольника равен 60°. 

26. Дан треугольник АВС. Прямая I пересекает 
стороны ВС, СА и АВ (или их продолжения) в точках 
К, Е в М. Р— произвольная точка. Прямые РК, РЕ и 
РМ вторично пересекают окружности, описанные око- 
ло треугольников РВС, РСА и РАВ, в точках Л ь В х 
и Сі. Доказать, что точки Л ь В и С х и Р расположе- 
ны на одной окружности. 

27. Доказать, что три окружности, каждая из ко- 
торых проходит через вершину треугольника, основа- 
ние высоты, опущенной из этой вершины, и касается 
радиуса описанного около треугольника круга, про- 
веденного в эту вершину, пересекаются в двух 
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точках, расположенных на прямой Эйлера данного тре- 
угольника. 

28. Рассмотрим три окружности, каждая из кото- 
рых проходит через одну вершину треугольника и ос- 
нования двух биссектрис — внутренней и внешней, вы- 
ходящих из этой вершины (эти окружности носят на- 
звание окружностей Аполлония). Доказать, что 

а) эти три окружности пересекаются в двух точ- 
ках Му и М 2 , 

б) прямая МуМ 2 проходит через центр круга, опи- 
санного около данного треугольника; 

в) основания перпендикуляров, опущенных из то- 
чек Му и М 2 на стороны треугольника, служат верши- 
нами двух правильных треугольников. 

29. Выпуклый четырехугольник разделен диагона- 
лями на четыре треугольника. Доказать, что прямая, 
соединяющая центры тяжести двух противоположных 
треугольников, перпендикулярна к прямой, соединя- 
ющей точки пересечения высот двух других треуголь- 
ников. 

30. АВСБ — выпуклый четырехугольник. Рассмот- 
рим четыре окружности, каждая из которых касается 
трех сторон этого четырехугольника. 

а) Доказать, что центры этих окружностей лежат 
на одной окружности. 

б) Пусть г и г г , г 3 , Гі — радиусы этих окружно- 
стей (г-у — не касается стороны БС, аналогично г 2 — 
не касается стороны БА, г 3 — АВ, г 4 — ВС). Доказать, 

| АВ | , |СР| |ВС| , \АИ\ 

что - 1 4- == з -4- -. 

Гу г 3 Г 2 Гу 

31. Внутри выпуклого четырехугольника АВСБ 
взята произвольная точка М. Доказать, что | 3 М лв X 
X — * 5 Л1В с • $люа I = 8мас • *$ лш > 

32. Четырехугольник АВСБ вписан в окружность. 
Четыре окружности касаются данной в точках А, В, 
С и Б. Пусть а, Ь, с, А, т и п — длины общих внешних 
касательных к окружностям, касающимся данной в точ- 
ках А и В, В и С, С и Б, Б и А, А и С, В и Б соответст- 
венно. Доксзать, что тп = ас-\-Ъй (обобщенная тео- 
рема Птолемея ) 

33. В равнобедренном треугольнике АВС {\ АВ\ — 
= | ВС ) О — середина АС, Е - проекция Б на ВС, Р — 
середина БЕ. Доказать, что прямые ВР и АЕ перпен- 
дикулярны. 
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34. Окружность, вписанная в треугольник АВС, 
касается сторон АВ и АС в точках С г и В ъ а окруж- 
ность, касающаяся стороны ВС и продолжений АВ и 
АС, касается прямых АВ и АС в точках С 2 и В 2 . 
Пусть И середина ВС. Прямая АО пересекается с 
прямыми В)С\ и ВоС г в точках Е и Р. Доказать, что 
ВЕСЕ — параллелограмм. 

35. Даны точка А и прямая /. В — произвольная 
точка I. Найти геометрическое место точек М таких, 
что АВМ — правильный треугольник. 

36. Дан правильный треугольник АВС. На продол- 
жении его сторон АВ и АС за точки В и С взяты точ- 
ки Б и Е так, что [ ВБ | • | СЕ | = | ВС ) 2 . Найти геомет- 
рическое место точек пересечения прямых БС и ВЕ. 

37. Дана окружность с центром О и точка А. 
Пусть В — произвольная точка окружности. Найти гео- 
метрическое место точек пересечения касательных к 
окружности в точке В с прямой, проходящей через О 
перпендикулярно АВ. 

38. Даны окружность и две точки А и В на ней. 
Пусть N — произвольная точка прямой АВ. Построим 
две окружности, каждая из которых проходит через 
точку N и касается данной: одна в точке А, а дру- 
гая в точке В. Обозначим через М вторую точку пе- 
ресечения этих окружностей. Найти геометрическое 
место точек М. 

39. Стороны треугольника являются диагоналями 
трех параллелограммов, стороны которых параллель- 
ны двум заданным прямым плоскости. Доказать, что 
три диагонали этих параллелограммов, отличные от 
сторон треугольника, пересекаются в одной точке М. 
Найти геометрическое место точек М, если эти парал- 
лелограммы становятся прямоугольниками. 

40. Пусть В и С — две фиксированные точки окруж- 
ности. А — произвольная точка этой окружности. 
Пусть Н — точка пересечения высот треугольника АВС, 
Б — точка пересечения биссектрисы угла ВАС с окруж- 
ностью, М — проекция// на АО. Найти геометрическое 
место точек М. 

41. Даны два правильных треугольника АВС и 
ЛВА. Найти геометрическое место таких точек М, 
что два треугольника, составленных из отрезков МА, 
МВ, МС и МА г , МВ Ъ МСі соответственно, равнове- 
лики. 
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42. Доказать, что в треугольнике АВС биссектри- 
са угла А, средняя линия, параллельная ВС, и пря- 
мая, соединяющая точки касания вписанной окружно- 
сти со сторонами АВ и АС, пересекаются в одной точке. 

43. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС 
построены треугольники А Х ВС, В Х СА и С Х АВ так, что 

А Х ВС = СІВА, СгАВ = В Х АС, В^СА = Х 1 СВ. Дока- 
зать, что прямые АА Х , ВВ Х , СС Х пересекаются в одной 
точке. 

44. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС 
взяты точки Ах, Вх, С ь а на сторонах В Х С Х , С х Ах, 
А г Вх треугольника АхВхС х взяты точки А 2 , В 2 ,С 2 . 
Известно, что прямые АА Х , ВВ ІУ СС Х пересекаются в 
одной точке, а также, что прямые А Х А 2 , В Х В 2 , С Х С 2 
тоже пересекаются в одной точке. Доказать, что 
прямые АА 2 , ВВ>, СС 2 пересекаются в одной точке 
(или параллельны). 

45. Дан треугольник АВС, А и В и С х — середины 
сторон ВС, С А и АВ, К и В — основания перпендикуля- 
ров, опущенных из вершин В и С на прямые АхС х и 
А х Вх соответственно, О — центр окружности девяти то- 
чек (см. задачу 162). Доказать, что прямая А х О де- 
лит отрезок КЬ пополам. 

46. Пусть точки Ах, В и С х симметричны некоторой 
точке Р относительно сторон ВС, СА и АВ треуголь- 
ника АВС. Доказать, что 

а) окружности, описанные около треугольников 
А х ВС, АВ Х С, АВСх, имеют общую точку; 

б) окружности, описанные около треугольников 
АхВ х С, А х ВСх, АВ х Сх, имеют общую точку. 

47. АВСИ — вписанный четырехугольник, В — произ- 
вольная точка прямой АВ, В — произвольная точка 
прямой ОС. Прямая АР пересекает окружность в то- 
чке М, прямая БЕ — в точке N. Доказать, что прямые 
ВС, ЕР и МN пересекаются в одной точке или па- 
раллельны. 

48. АВ — диаметр полукруга, М — точка на АВ. 
С, О, Е и В — такие точки полуокружности, что 

СМО — ЕМР, СМА = РМВ. Пусть Я — точка пересече- 
ния прямых СО и ЕР. Доказать, что прямая РМ пер- 
пендикулярна АВ. 

49. Дан выпуклый четырехугольник С}х. Прямые, 
перпендикулярные его сторонам и проходящие через 
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середины сторон, образуют четырехугольник <3 2 - Точ- 
но так же для четырехугольника С1 2 образован четы- 
рехугольник С? 3 . Доказать, что четырехугольник <2 3 
подобен исходному четырехугольнику <2і- 

50. Дан треугольник АВС, углы которого равны 
а, р и у. Треугольник ИЕР описан около треугольни- 
ка АВС так, что вершины А, В и С находятся соот- 
ветственно на сторонах ЕР, РО и ОС, причем ЕС А = 

= ЬВС = РАВ — ср. Определить значение угла ср, при 
котором площадь треугольника ЕРй достигает наи- 
большего значения. 

51. Перпендикуляр, восставленный к стороне А В 
треугольника АВС в ее середине О, пересекает ок- 
ружность, описанную около АВС в точке Е (С и Е — 
по одну сторону от АВ). Р — проекция Е на АС. Дока- 
зать, что прямая ЛР делит периметр треугольника 
АВС пополам и что три такие прямые, построенные 
для каждой стороны треугольника, пересекаются 
в одной точке. 

52. Доказать, что прямая, делящая периметр и 
площадь треугольника в одинаковом отношении, про- 
ходит через центр вписанной окружности. 

53. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС 
взяты точки Л ь В и Сі. Доказать, что площадь тре- 
угольника Л 1 ВіС 1 не меньше, чем площадь хотя бы 
одного из трех треугольников АВхС ъ А г ВС и Лі^С. 

54. На стороне АВ треугольника АВС взята точка 
М так, что | СМ | 2 = | АМ \ ■ \ ВМ |. Доказать, что таких 
точек М будет соответственно 2, 1 или 0 в зависи- 
мости от того, будет ли выражение а-\-Ь — с \ /Г 2 мень- 
ше, равно или больше нуля (|ЛВ| = с, \ВС\ = а, 
|ЛС| = 6). 

55. Пусть О, I, Н — соответственно центры опи- 
санной, вписанной окружности и точка пересечения 
высот некоторого треугольника. Доказать, что \ОН\^ 

^ I /я I • ут. 

56. Доказать, что периметр треугольника, верши- 
нами которого являются основания высот данного, 
остроугольного треугольника, не превосходит поло- 
вины периметра данного треугольника. 

57. Доказать, что треугольник будет остроуголь- 
ным, прямоугольным или тупоугольным в зависимости 
от того, будет ли его полупериметр соответственно 
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больше, равен или меньше суммы диаметра описанно- 
го круга и радиуса вписанного. 

58. Про данный треугольник известно, что тре- 
угольник, образованный основаниями его биссектрис, 
является равнобедренным. Будет ли верным утвержде- 
ние, что и данный треугольник является равнобед- 
ренным? 

59. Доказать, что прямая, соединяющая центры 
вписанной и описанной окружностей данного треуголь- 
ника, является прямой Эйлера треугольника (см. за- 
дачу 232) с вершинами в точках касания вписанной 
окружности со сторонами данного треугольника. 

60 . Дан треугольник АВС со сторонами |ВС|=а, 
\СА\ — Ь, \АВ\ = с. Пусть М — произвольная точка 
внутри него. Обозначим через х, у, г расстояния 
от М до вершин А, В и С, а через и, ѵ, ы> — расстояния 
от М до сторон ВС, С А, АВ. Доказать, что выполняют- 
ся следующие неравенства: 

а) ах + Ьу + сг ^ 45 (5 — площадь треугольника); 

б) х-\-у + г^2(и + ѵ + №) (Эрдеш)’, 

в) хг/г^(и + и)(ц + йу)(ш4-ы); 

г) х + У + г ^ 6г (г — радиус вписанной окружности). 

61 . Доказать, что касательная к параболе в ее 
вершине является прямой Симсона треугольника, об- 
разованного при пересечении любых трех других ка- 
сательных к той же параболе (Шюллер). 

62 . Четыре попарно пересекающиеся прямые обра- 
зуют четыре треугольника. Доказать, что 

а) если одна прямая параллельна прямой Эйлера 
треугольника, образованного тремя другими прямыми, 
то этим же свойством обладает и любая другая пря- 
мая; 

б) точки пересечения высот получившихся тре- 
угольников лежат на одной прямой, перпендикулярной 
прямой Гаусса (см. задачу 202). 

ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ 

1. 2УТ(Я + Г). 2.^;. 5-2 ѴрЪ- 

10. Воспользуйтесь тем, что четыре рассматриваемых точ- 
ки, основание высоты, концы основания лежат на двух окружно- 
стях, имеющих основание высоты общей точкой. 

11. Докажите, что радиус окружности, описанной около 
рассматриваемого треугольника, равен радиусу данных окружно- 
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стен, а эти окружности симметричны описанной окружности от- 
носительно сторон треугольника. 

12. Докажите, что любые два отрезка делятся пополам сво- 
ей точкой пересечения. 

I 1)2 с 2 I 

14. Докажите, что 1§а = - — ^ , где 5 — площадь тре- 

угольника. (Аналогично для других углов.) 

Ответ: агс!§ 1 1§ ос ± 1§ Р | . 

15. Докажите, что площадь треугольника, образованного 
прямыми, проходящими через вершины данного треугольника пер- 

(Ср Ь~ С ®) 2 

пендикулярно соответствующим медианам, равна - ^ . 

Ответ: ^ (Р 2 -4 г ). 


16. 60°. 
17. 


2Д 


(для обоих пунктов). 


Ответ: — 
а 

18. Докажите, что центр этой окружности лежит в середи- 
не дуги АВС. 

19. Рассматриваемые прямые являются серединными перпенди- 
кулярами к сторонам треугольника А^В^С^. 

20. Для определения углов треугольника А^ВхСх воспользуй- 
тесь тем, что точки Р, А і, В и С лежат на одной окружности 
(так же для других четверок точек). В то же время можно до- 
казать, что углы треугольника А.іВ г С 2 равны углам между каса- 
тельными к окружностям, описанным около треугольников АВР, 
ВСР и САР, проходящими через точку Р. 

23. Отрезки ! АР |, | и | С/? | можно выразить через сто- 

Ьс 

роны треугольника. Например, і АР | = — ^ . 

24. АКВ = 90° (см. задачу № 70). Пусть Р — точка пересече- 
ния ВК и АС, <2 — точка на ВК такая, что КС}\\АС. Тогда 

| А/?| = | АВ|=с, \МР \ —с — (р — а)=р — Ь = \ЫВ\ 1 МК 1 - 


МР | 


ЫВ I 


10*1 


10* і 


| СВ | 
\РС\ 


1**1 


Ь—с 


(считаем &>с). 


Поскольку | МЛГ | = 2 (р —с) • зіп , найдем ; МК | = а ■ ып ^ . 

Аналогично для других отрезков. Искомый треугольник подобен 

а 


треугольнику АВС с коэффициентом подобия зіп 


2 • 


Его пло- 


щадь равна 5 • зіп 2 

25. Все отрезки диагонали легко «считаются». Тем не менее 
хотелось бы предложить читателю следующее «забавное» реше- 
ние. Рассмотрим куб АВСИА^С^!. Тогда плоскость В Х МК 
отсечет от треугольника А^В треугольник, стороны которого 
равны соответствующим отрезкам диагонали АС. Но А^В — 
правильный треугольник. 

26. Если бы точка Р не находилась в плоскости треуголь- 
ника АВС, то утверждение задачи было бы очевидным посколь- 
ку точки Р, Ах, В 1( С х в этом случае будут принадлежать сече- 
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нию сферы, описанной около пирамиды РАВС, плоскостью, про- 
ходящей через Р и прямую /. Наша задача является предельной 
для этого случая. Осталось лишь обосновать предельный переход. 

27. Пусть АВС — данный треугольник, А г , В ѵ С х — середи- 
ны соответствующих сторон. Докажите, что окружность, проходя- 
щая, например, через вершину А и удовлетворяющая условию 
задачи, проходит через точки пересечения внутренней и внешней 
биссектрисы угла А со средней линией В^С-у. Значит, для всех 
точек М этой окружности будет (см. задачу 178) выполняться 
равенство | В Х М | : | С 2 М\ — \ В Х А | : [ С Х А | =6 : с. Таким образом, 
если ЛТ ! и М 2 — точки пересечения двух таких окружностей, то 
| А Х М Х | : | В 1 М 1 1 : | С 1 М 1 1 = а: Ь :с (то же для точки М 2 ), поэтому 
М 2 и М 2 будут принадлежать третьей окружности. Кроме того, 
М 2 и М 2 принадлежат прямой, для всех точек М которой выпол- 
няется равенство (с 2 — Ь 2 )\А 1 М\ 2 -\-(а 2 —с 2 )\В 1 М\ і -\-(Ь 2 —а 2 )у, 
Х|С 1 УИ| 2 = 0 (см. задачу 183 и ее решение). Эта прямая прохо- 
дит через центр описанного около Д /1 1 В 1 С 1 круга и через точ- 
ку пересечения его медиан (проверьте это, выразив длины меди- 
ан через стороны), т. е. она совпадает с прямой Эйлера д /1 1 В 1 С і, 
а значит, и Д АВС. 

28. а) Аналогично тому, как это было сделано в предыду- 
щей задаче, можно доказать, что эти три окружности пересека- 
ются в двух точках М г и М 2 , причем | АМ Х | : | ВМ Х | : | СМ г | = 
— Ьс : ас : аЬ (также для М 2 ). 

29. Середины сторон четырехугольника образуют параллело- 
грамм, диагонали которого параллельны отрезкам, соединяющим 
центры тяжести противоположных треугольников. Другой парал- 
лелограмм образуют четыре высоты рассматриваемых треугольни- 
ков, выходящие из вершин четырехугольника. 

Стороны первого параллелограмма параллельны диагоналям 
четырехугольника, а второго — им перпендикулярны. Кроме то- 
го, стороны второго параллелограмма в сІ§ а раз больше соот- 
ветствующих сторон первого (а — острый угол между диагоналя- 
ми четырехугольника). 

33. Пусть Л4 — середина Ай. Проверьте, что ! ВР | 2 4-| РМ ® = 
= | В М 2 . 

34. Проведите через О прямую, перпендикулярную биссек- 
трисе угла А, обозначьте точки ее пересечения с АВ и АС через 

Ь -4- с 

К и М и докажите, что | АК \ — \ АМ \ — . Поскольку | АС 2 1= 

= \ АВ 1 \=р — а, | АС 2 I = ! ВС 2 I =р, точки К и М будут являть- 
ся серединами отрезков С 2 С 2 и В,В 2 . 

35. Искомое геометрическое место точек состоит из двух 
прямых, проходящих через точку, симметричную точке А отно- 
сительно прямой I, и образующих углы в 60° с прямой I. 

36. Искомое множество есть дуга ВС окружности, описанной 
около д АВС, соответствующая центральному углу в 120°. 

37. Искомое множество есть прямая — поляра точки А отно- 
сительно данной окружности (см. задачу 190). 

38. Углы АМ/Ѵ и ВМЫ можно выразить через центральный 
угол, соответствующий АВ данной окружности (необходимо ра- 
зобрать различные случаи положения точки /V), после чего можно 

определить АМВ. Искомое геометрическое место есть окружность, 
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39. Объединение трех построенных параллелограммов пред- 
ставляет собон параллелограмм, описанный около данного тре- 
угольника, разделенный на четыре меньших. Нетрудно выразить 
отношения, в которых каждая из рассматриваемых диагоналей 
делится другой диагональю, через отрезки сторон большого па- 
раллелограмма. 

Если параллелограммы являются прямоугольниками, то, па- 
раллельно перенеся две из трех рассматриваемых диагоналей, 
мы образуем из них треугольник, равный данному, а это озна- 
чает, что углы между ними или равны соответствующим углам 
треугольника, или дополняют их до 180°. Искомое геометричес- 
кое место точек есть окружность, проходящая через середины 
сторон данного треугольника. 

40. Докажем, что 1^1 = | соз'ВЛС |. Пусть О -центр ок- 
ружности, Р — середина ВС, К — середина АН. Треугольники 

00 А и МКА подобны. Значит, ^ ^ I _ К^_і 

! ^ |Ж>! ! ОО | ! О В | 

= | соз ВАС |. Искомое геометрическое место точек есть окруж- 
ность. 


41. Воспользуйтесь результатами задач 154 и 175. Искомое 
множество, вообще говоря, состоит из прямой и окружности. 

43. Пусть А 2 — точка пересечения АА, и ВС. Проведем через 
Аі прямую, параллельную ВС, и обозначим точки ее пересечения 

- АС и АВ через К и М. Тогда І^-і = = 14^1! X 


X 


\А Х В\ \А Х С\ 


Заменив три 


\А 2 С I 
последних 


\А Ж 


<А Х В 


отношения отноше- 


МіС| | АуК 

ниями синусов соответствующих углов, проделав то же самое 
для точек В х и С,, воспользуемся теоремой Чевы (см. задачу 192). 

44. Если А 3 — точка пересечения прямой АА 2 с ВС Х , то от- 
ношение | ВА 3 !: | А 3 С | можно выразить через отношения, в ко- 
торых разделены стороны треугольников АВС и А 1 В 1 С 1 точками 
А\., В х , С, и А 2 . В 2 , С 2 соответственно. Проделав то же для 
всех вершин, можно проверить выполнение условий теоремы 
Чевы (см. задачу 192). 

45. Ограничимся случаем, когда ЛВС — остроугольный тре- 
угольник. Рассмотрим параллелограмм А х МОН ( М и N на А Х В Х и 
А Х С Х ). Поскольку А х О образует с А Х С Х и А Х В Х углы (90° — в) 
и (90° — С), будем иметь І^М \ _ іА х М \ _ сов В _ \ А х и 


I А 3 и I 


; МО 


соз і 


I ѴСІ 


57. Заменив В и г по формулам Р — 


аЬс 


45 , г = — , восполь- 
зуйтесь для 5 формулой Герона и равенством 

2В^\2_ 


„ / аЬс 8 

45 у-гз-т 




аЬс 


Р / 


= - 8 (а 2 + Ь 2 - с 2 ) (а 2 - Ь 2 + с 2 ) ( — а 2 + 6 2 + с 2 ). 


58. Пусть АВС — данный треугольник. АА Х , ВВ Х , СС Х — бис- 
сектрисы. Если \А Х В Х | = | А Х С Х \, то или Л^В^С = Л^ОВ (в этом 
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случае Д АВС будет равнобедренным), или А^ВуС-У АуСф = 180°. 
Во втором случае повернем Д АіВ г С вокруг точки А, на угол 

В^С,. В результате треугольники АіС х В и Л 1 В 1 С окажутся 
приложенными друг к другу и образуют треугольник, подобный 
Д АВС. Если стороны Д АВС есть а, Ь и с, то стороны полу- 

„ ас аЬ ас аЬ 

чившегося треугольника будут равны ^ , - и 1 . 

* 3 з*з ѵ Ь + с' Ь+с а+Ь^ а+с 

Учитывая подобие, получим между а, Ь и с соотношение (- 

Ь а а+Ь 


а-\-с ь+с~^ 

Ь 3 + с 3 — а 3 + Ь 2 с + Ь 2 а + с 2 і+с 2 а — а 2 Ь — а 2 с + аЬс — 0. 


(1) 


Обозначим созВАС—х; по теореме косинусов Ь 2 -{-с 2 — а 2 = 2Ьсх. 
Умножая последнее равенство последовательно на а, Ь и с и 

вычитая из (1), получим 2х (а + 6 + с) + а = 0=> а = — — — .~^ с ) — . 
Поскольку 0<а<Ь + с, 2х , 1 

“ \ < х < 0 . ( 2 ) 

Заменив в теореме косинусов а через Ь, с и х и обозначив 
Ь . 

— = А, получим для Я уравнение 


(4х+ 1) 1 2 -2Х (4х 3 + 8х 2 + х)-{-4х + 1=0. 

Для того чтобы это уравнение при условиях (2) имело решение 
Я>0, Хф\, должны выполняться неравенства 

4х 3 +8х 2 -\-х > 0, (3) 

1 0 = (4хз + 8хз + х) 2 - (4х + 1 )з = 


= (2х+ 1)3 (х+ 1) (2 а:— 1) (2хЗ + 5х+ 1 ) > 0 . (4) 

Система неравенств (2), (3), (4) удовлетворяется при — — < х < 

^ УД— 5 4 

4 • 


Таким образом, исходный треугольник не обязательно равно- 
бедренный. Однако мы доказали, что это может иметь место толь- 
ко в том случае, когда один из углов исходного треугольника 

тупой и его косинус находится в интервале 

соответствует для угла интервалу при 

104°28')- Для одного конца интервала 1 построенный нами 

треугольник будет вырождаться, другой же коней 

ответствует равенству А^С = А^В — 90°, т. е. два случая, 
которые мы выделили в начале решения, для этого значения угла 
совпадают. 


V \7 — Ь 


У 17—5 


что 


Ілизительно (102°40 
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59. Пусть АВС — данный треугольник, стороны которого а, 
Ь и с, причем а^Ь^с, Аи В и С г — точки касания вписанной 
окружности, / — центр вписанной, О— центр описанной окруж- 
ности. Поскольку / по отношению к Д А 1 В 1 С 1 является центром 
описанной окружности, нам достаточно доказать, что прямая 10 
проходит через точку пересечения высот Д АіВ г С ѵ Отложим на 
лучах АС и ВС — отрезки АК и В/,, | АК І = | Ві | = с а на 
лучах АВ и СВ — отрезки | АЫ | — | С/Ѵ \ — Ь. Как мы знаем (см 
задачу 138), прямая ІО перпендикулярна ЬК. и МЫ, значит, 

ЬК I МЫ. Обозначим КСС = ВЫМ = <р. По теореме синусов для 
треугольников К.ВС и ВМЫ будем иметь 


|ВС| 

а— с 

ЗІП (ф + с) 

(1) 

\кс 1 

Ь — С 

ЗІП ф ’ 

ІВЛ/І 

а — Ь 

зіп (В — ф) 

(2) 

| МВ 1 

Ь — с 

8ІП ф 


Проведем теперь в треугольнике Л 1 В 1 С 1 высоту на сторону В,С, 
Пусть 0— точка ее пересечения с прямой ІО. Нам нужно дока- 
зать, что Ч — точка пересечения высот д А^В^. Но расстояние 

от / до ВіСі есть 1 А^ \ ■ соз В — г зіп . Значит, должно 

2 

выполняться равенство | Л х <3 | = 2г зіп . Углы Д ([/А! можно вы- 


разить через углы Д АВС и <р, а именно 01 А, = 180° 
В — С 

= — = — . Нам нужно доказать, что 


-Ф, ЧА Х 1 


2 зіп - 


81П ф 


ЗІП I Ф 


В-6 


<=> зіп (ф + С)— зіп (В — ф) — зіп ф. 


Последнее равенство следует из (1) и (2). 

60. Изящную идею доказательства неравенств подобного типа 
предложил Казаринов. (Кахагіпой МісЬі§ап МаІЬешаіісаІ Лоигпаі, 
1957, 4, N2, 97 — 98). Суть ее состоит в следующем. Пусть АВС — 
данный треугольник, М — данная точка внутри него. Возьмем на 
лучах АВ и АС по точке В х и С*. Очевидно, что сумма площа- 
дей параллелограммов, построенных на ЛВ Х и АМ и на ЛС, и АМ, 
равна площади параллелограмма, одна сторона которого В 1 С 1 , 
а другая параллельна АМ (см. также задачу 135). Следовательно, 

В х Сі |*. ( 1 ) 

а) Возьмем В х и С х совпадающими с В и С, тогда неравен- 
ство (1) даст нам -}- ао ах. 

Сложив три таких неравенства, получим требуемое. 

б) Возьмем | ЛВі| = | АС |, | ЛСі| = |ЛВ|, тогда неравенство 

(1) даст нам сѵ + Ьха^ах или х\ 


с Ь 

■ — ѵ -{ — ха. 
а а 


Сложив три таких неравенства, получим 


"К+ г : 


ха ■ 


т + у)“+(т+7)”+(ѵ + 1 

замечание. Выбирая точки по другому, можно получать 


:2(«4-о-)-цг). 


различные интересные неравенства, 


Игорь Федорович Шарыгин 
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